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Abstrakt: Faktorova analyza je metoda, kterd umoznuje ndhodny vektor o vy-
sokém poctu méreni aproximovat pomoci linedarnich kombinaci mnohem nizsiho
poctu skrytych faktort. Klasicky odhad tohoto modelu spociva ve volbé poctu
faktort, rozkladu varianéni matice tak, aby byly dodrzeny identifika¢ni podminky,
a ve vhodném zvoleni rotace pro lepsi interpretaci modelu. Tento model preve-
deme do bayesovského pojeti, které navic oproti klasickému nabizi vyuziti apriorni
informace. Vhodnou specifikaci apriorniho rozdéleni lze pocet skrytych faktort
povazovat za ndhodny parametr a lze vynutit zavislost kazdého méreni na nejvyse
jediném faktoru. Odhady parametrti modelu jsou pak zalozeny na aposteriornim
rozdéleni, které je aproximovano pomoci MCMC metod. Bayesovsky pohled tak
naraz resi problematiku poctu faktori, odhad modelu, zajisténi identifikovatel-
nosti a interpretovatelnosti. Schopnost odhadovat skutecny pocet skrytych fak-
tortd je podrobena simulac¢ni studii.
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Abstract: Factor analysis is a method which enables high-dimensional random
vector of measurements to be approximated by linear combinations of much lower
number of hidden factors. Classical estimation procedure of this model lies on the
choice of the number of factors, the decomposition of variance matrix while kee-
ping identification conditions satisfied and on the appropriate choice of rotation
for better interpretation of the model. This model will be transferred into baye-
sian framework which offers the usage of prior information unlike the classical
approach. The number of hidden factors can be considered as a random parame-
ter and the dependency of each measurement on at most one factor can be forced
by suitable specification of prior distribution. Estimates of model parameters are
based on posterior distribution which is approximated by Monte Carlo Markov
Chain methods. Bayesian approach solves the problem of selection of the num-
ber of factors, the model estimation and the ensuring of the identifiability and
the interpretability at the same time. The ability to estimate the real number of
hidden factors is tested in a simulation study.
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Pouzivané znaceni

V této praci se budeme drzet nasledujicich konvenci:

> Malymi pismeny budeme oznacovat jednorozmérné konstanty, ¢i funkce.
Pismena 1, 7, k, [, m,n budou oznacovat prirozena cisla.

> Velkymi pismeny budeme oznacovat ndhodné veli¢iny (X, Y, Z), jejich
realizace piislusnymi malymi pismeny (z, y, z). Reckéd pismena (0, p, o)
budou viceméné vyhrazena pro (ndhodné) parametry (az na vyjimky - €).

> Tuénymi pismeny budeme znacit vektory. Kazdy vektor bude chapan jako
sloupcovy. Pro ndhodné vektory budeme uzivat velkd fimskd pismena (X,
Y, Z) a jejich realizace prislusnymi malymi pismeny (x, y, z).

> Pro matice budeme pouzivat zdvojenych velkych pismen (X, Y, Z) nebo
velkych tucnych feckych pismen (%, ¥, ®). Nékdy pro zduraznéni, ze se
jedna o realizaci ndhodné matice pouzijeme malych zdvojenych pismen (x,
v, z). Symboly N a R mame vyhrazeny pro oznac¢eni mnoziny prirozenych
a realnych cisel.

> Pro miry mame vyhrazeny specidlni font feckych pismen (v, A).

> Bezpatkové pismo je pouzivano pro znaceni pravdépodobnostnich rozdéleni
(N, t, W, ...) nebo urcitych funkciondlu ¢i operatora (E, var, Tr, ...).



Specialni symboly:

diag(ay, ..., ay,)
diag(A)
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Tr(A)

vec A

A®B

x| X'

A_l

A>0

A>0

p(zly)
EX

var X

corr X
cov(X,Y)
corr(X,Y)
mod X

diagonalni matice s danymi prvky na diagonale
diagonala matice A

determinant matice A

stopa matice A

po sloupcich vektorizovana matice A
Kroneckertv souc¢in matic A a B

operator transpozice vektoru & a matice X
inverzni matice k matici A

pozitivné definitni matice A

pozitivné semidefinitni matice A

n-slozkovy sloupcovy vektor, jehoz prvky jsou jen 1
jednotkova matice fadu n, neboli diag(1,...,1)
n-slozkovy sloupcovy nulovy vektor
indikatorova funkce, 1 pokud a € A, 0 jinak
nulova matice rozméri n x m

vyraz vlevo poloz roven vyrazu vpravo a vyres soustavu
vyrazu vlevo pritad hodnotu napravo

dolni cela ¢ast cisla a

horni cela cast ¢isla a

gama funkce, pripadné oznaceni gama rozdéleni
beta funkce

Diracovo degenerované rozdéleni v bodé x
pravdépodobnostni mira

hustota rozdéleni X|Y

stfedni hodnota ndhodného vektoru X
rozptylova matice nahodného vektoru X
korela¢ni matice ndhodného vektoru X
kovariance ndhodnych vektort X a 'Y

korelace ndhodnych vektort X a'Y

modus ndhodného vektoru X



Uvod

Faktorova analyza je metoda spocivajici v rozkladu m-rozmérného nahodného
vektoru Y na soucet tii jinych vektori:

Y = p+ A F + €, (1)
~~ B

mx1 mx1 mxk kxl mx1

kde p = EY je vektor stfedni hodnoty Y, A je m x k matice faktorovych zatézi
(tzv. ,loadings®“), F' je k-rozmérny nahodny vektor latentnich proménnych (tzv.
faktori) a e je ndhodny vektor vyjadiujici ndhodnou odchylku vektoru Y od
stfedni hodnoty a vlivu faktori. Podstatny je zde predpoklad m > k, tedy se
snazime vysvétlit ndhodny vektor Y pomoci mensiho poctu skrytych nahodnych
faktori F'.

K dispozici mame realizace ndhodnych vektort Y a tkolem je odhadnout
neznamé hodnoty p, A i hodnoty faktori prislusné danym realizacim. Aby bylo
mozné provést tento rozklad jednoznacné, je treba zavést nékolikero predpokladii:
budeme vyzadovat, aby vektory F' a € byly centrované (pro jednoznacénost para-
metru p), vzajemné nekorelované a aby spliiovaly jisté pozadavky na variancni
strukturu (podrobnéji viz kapitola. I po zavedeni téchto omezujicich podminek
lze stale vektor Y rozlozit vicero zpusoby, coz casto vede k riznym interpreta-
cim vysledkt. Proto pouziti faktorové analyzy vede k rozsahlym diskuzim nad
obdrzenymi vysledky.

Bézné metody pro odhad modelu faktorové analyzy spocivaji ve vhodném
rozkladu varianéni matice nahodného vektoru Y. Bayesovsky pristup k tomuto
problému se zaméruje na stochastickou strukturu modelu - na samotny princip
vzniku pozorovaného vektoru Y. Déale nabizi vyuziti nejen informace skryté v da-
tech, ale také dostupné apriorni informace (v podobé historickych dat nebo nasi
predstavy o struktufe latentnich faktoru). V posledni dobé se navic podafilo vy-
uzit bayesovského pristupu k elegantnimu feseni problému spravné volby poctu
faktora k, ktery v redlné situaci neni predem znam.

Bayesovsky pristup vyzaduje znalost celé fady pravdépodobnostnich rozdé-
leni. Vzhledem k c¢asté nejednoznacnosti jejich parametrizace si v prvni kapitole
tato rozdéleni radné zadefinujeme a vysvétlime si vyznam jednotlivych parame-
tru. Zakladni principy bayesovské statistiky (zvlasté pak metody odhadu parame-
tri) si pro prehlednost shrneme ve druhé ¢asti. Tyto metody nézorné ilustrujeme
na modelu mnohorozmérné linearni regrese, ktery je v zakladni strukture velmi
podobny modelu faktorové analyzy.

Posléze si podrobnéji predstavime model faktorové analyzy a klasické metody
jeho odhadu. Zndhodnénim parametri jej prevedeme na model bayesovské fakto-
rové analyzy. Ukazeme si, ze ani pri idedlné nastavenych apriornich rozdélenich
nelze v marginalnich aposteriornich rozdélenich jednotlivych parametri nalézt
bézné pouzivana pravdépodobnostni rozdéleni. Dokazeme vsak urcit plné podmi-
néna rozdéleni jednotlivych parametrii a na jejich zakladé zkonstruovat Gibbsiv
¢i ICM algoritmus pro odhad parametri. Plné podminénd rozdéleni také odvo-
dime za rtiznych zobecnéni modelu faktorové analyzy.

Ve ¢tvrté kapitole si predstavime model urcujicich faktoru (dedicated factor
model) vychazejici z modelu faktorové analyzy, kde kazd4 slozka méteni je ovliv-
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néna nejvyse jednim faktorem. Conti a kol.| (2014) tohoto modelu pouzivaji pravée
k bayesovskému odhadu poctu faktorti. Predstavime si lehce zjednoduseny prav-
dépodobnostni mechanismus, na kterém tento model stoji. S vyuzitim metod po-
uzivanych v predchozich kapitolach odvodime plné podminéna rozdéleni skupin
parametri a sestrojime sofistikovany algoritmus, s jehoz pomoci lze odhadnout
parametry modelu. Model je konstruovan tak, aby rozklad Y byl jednoznacny
az na trivialni rotace. Dostdavame tak model s fidkou matici faktorovych zatézi,
ktery lze jednoduse interpretovat. V nésledné simulac¢ni studii provérime, jak si
tato metoda vede v tloze odhadu poctu faktorit ve srovnani s klasickymi meto-
dami. Podobna studie jiz byla provedena ve vyse zminéném c¢lanku, zde se vsak
navic zamérime na situace, kdy plati obecny model faktorové analyzy a nikoliv
predpokladany model urcujicich faktor.

V praci pouzivame celou fadu poznatku z linearni algebry jako je naptriklad
metoda doplnovani na c¢tverec. Ta hraje dulezitou roli v odvozovani plné pod-
minénych rozdéleni. Vénujeme ji proto nékolik stranek v apendixu zarazeném
na konci prace. Pro prehlednost zde prikladame i dalsi uzite¢na tvrzeni pro praci
s maticemi.



1. Pravdépodobnostni rozdéleni

Pti pouzivani bayesovskych metod jsou nezndmé parametry modelu povazo-
vany za nahodné a budeme jim prisuzovat rtizna pravdépodobnostni rozdéleni.
Jelikoz volby parametrizace jednotlivych rozdéleni nejsou totozné ve vSech mate-
matickych pramenech, tak zde pro prehlednost uvadime prehled hustot a dalsich
uziteénych charakteristik téch rozdéleni, kterych budeme nejcastéji pouzivat. Pro
zvolené parametrizace zavedeme znaceni jednotlivych rozdéleni, které budeme
nadale v textu pouzivat. Tato kapitola tedy c¢tenari znalému riznych rozdéleni
neprinese nic nového, ovéem muze ho vsak ujistit ve vyznamech jednotlivych pa-
rametri.

Nejprve si vsak zavedeme velmi uzitecny pojem proporcionality dvou funkei.

Definice 1. Rekneme, Ze funkce p dvou vstupnich proménngch x a ¢ je propor-
ciondlni funkci f (stejnych proménngch) vzhledem k ¢, jestlize existuje multipli-
kativni konstanta c(€) takovd, Ze

p(x[€) = ¢(C) - f(x,C)-
Budeme zkrdacené zapisovat, Ze p(x|¢) < f(x, ()

Pouziti této proporcionality vzhledem k parametru bude nézorné ilustrovano
u hustot nize vypsanych pravdépodobnostnich rozdéleni a bude hojné vyuzivano
v dalsich ¢astech prace. Hustota rozdéleni X|¢ bude znacena p(x|¢) a pro vSechna
uvazovana rozdéleni v této préci se jedna o hustotu vzhledem k patfi¢né rozmérné
Lebesgueové mite A.

1.1 Normalni rozdéleni

Jednorozmeérné normdlni rozdéleni

Jednorozmérné normalni rozdéleni veli¢iny X se stfedni hodnotou g € R
a rozptylem 0 < 02 < oo definujeme pomoci hustoty

L _1 1 1
P (m’,u,a2) = (2m)" 2 (02) ? exp {_M (x — M)Q} X exp {_M (x — /L)Q} :
(1.1)
Onou konstantou pri proporcionalité o< je ey 1(0?) = (2#02)_%. Zkracené zapi-
sujeme X|u,0% ~ N(u,0?). Pro Y ~ N(0,1) plati X = oV + p ~ N(p,0?).
Pro generovani z obecného jednorozmérného rozdéleni tedy stac¢i umét generovat
z normovaného normalniho rozdéleni N (0, 1).

Tvrzeni 1. Jsou-li Uy, a Uy nezdvislé ndhodné veliciny rovnomérné rozdélené na
intervalu (0,1), pak veliciny

X, = /~2log U cos(2mlh), Xy = \/~2log Uy sin(2nlh)

jsou nezdvislé veliciny s rozdeélenim N (0, 1).

Diikaz. Snadno ovéfime pomoci véty o transformaci [C9| uvedené v apendixu.
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Vektorové normalni rozdéleni

Vektorové k-dimenziondlni normalni rozdéleni X se stfedni hodnotou pu € R¥
a rozptylovou matici 3 > 0 (pozitivné definitni matice typu k x k) je definovdano
pomoci hustoty

pals,®) = 20 F |2 e (-2 @ - 5 @ - )

oce:x;p{—;(sc—,u,)TE1 (:1:—;1,)}. (1.2)

Onou konstantou pii proporcionalité o je ey (X)) = (2) "2 |B| 2. Zkrécend za-
pisujeme X |p,3 ~ Ny (i, ). Vektor Y ~ N (0, I;) mé jednotlivé slozky neza-
vislé a N (0, 1) rozdélené a plati X = 22Y + p ~ Ny (i, ).

Casto se setkdvame s tim, ze vektor X se sklddé ze dvou podvektort X; a X5
o délkach ky a ky. Rozdélme parametry p a 3 na prislusné rozmérné podvektory
¢i podmatice tak, aby platilo

X Xn X
) N, 15, K1 ’ 11 12 ' (1.3)
X, M2 Yo X

Potom pro podminéné rozdéleni vektoru X; pri Xy = x5 plati

X1 X5 = a9 ~ Ng, (Hl + 2135 (g — p2), X1 — 2122521221> . (1.4)

Maticové normalni rozdéleni

Déle mé&jme n ndhodnych vektortt X; ~ Ny (p;, ), definujme si matice X =
(X1,...,X,) aM" = (uy,...,u,) a déle bud ® > 0 matice typu n x n uda-
vajici kovarianéni strukturu mezi jednotlivymi vektory X;,i = 1,...,n. Potom
X se 1idi maticovym normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou M, zapisujeme
XM, ®,3 ~ N,ur (M, ® ® X). Matice ® ® ¥ je kovarian¢ni matici po Fadcich
vektorizované matice X, tj. X = vec (XT) ~ Nk (p, @ ® ), kde pu = vec (MT).
Proto hustotou tohoto rozdéleni je funkce

nk _k _n 1 _
PV, @,%) = 2r) % B = Fep (- @ - ) (20X (2 - )
1
ocexp{—2 Ty (x—M) &} (X—M)}, (1.5)
kde multiplikativni konstantou je zde cnni(®, %) = (2%)7%]@ |<I>|7§ ]2|7%. Diky

vlastnostem Kroneckerova soucinu, stopy matice a vektorizace (tvrzeni [A3|a [A4])
plati

vec (XT> ~ Npg (vec (MT) , P ® E) <= vec (X) ~ N, (vec(M), X ® ).

Je-li ndhodna matice Y typu n x k tvorena nezavislymi standardizované nor-
malné rozdélenymi prvky, tak X = AYB" + M ~ N, .z (M, AAT ®BIB%T), kde
matice A a B jsou ¢tvercové tadi n a k. Potfebné matice A a B ziskdme napti-
klad Choleského rozkladem.



1.2 Wishartovo rozdéleni

Nahodné velicina G > 0 se fidi jednorozmérnym Wishartovym rozdélenim
s parametrem mé&ritka v? > 0 o vy > 0 stupnich volnosti, piSeme G|v?, vy ~
W, (v%, 1), jestliZe jeji hustota je

p(g[v?w) = (2;);)”;) g?! eXP{—Q‘Zg}
mg?_lexp{—;ﬂ}. (1.6)

Yo
2

a parametrem rychlosti (20%) ™", tj. T (”—207 (21}2)71). Tedy stfedni hodnota je vyv?,

Vidime, Ze se v podstaté jednd o znamé gama rozdéleni s parametrem tvaru

modus (vp — 2)v? (jen je-li vy > 2) a rozptyl je 2vpv?. Je-li parametr v? = 1, tak
se jedna o klasické chi-kvadrat rozdéleni o 1 stupnich volnosti, tj. X?,O. Jsou-li pro
vy € N veli¢iny X7,..., X,, nezdvislé a N (0,v?) rozdélené, pak G = X7 + -+ +
X2 ~ Wy (0%, 1).

V tomto duchu se d& Wishartovo rozdéleni zobecnit na maticovou verzi.
Jsou-li Xy,..., X, nezavislé Ny (u, T) rozdélené, potom pozitivné definitni ma-
tice G = (Xy—p) (X1 —p) 4+ - + (X, — ) (X, — ) ma k-rozmérné
maticové Wishartovo rozdéleni s méritkovou matici ¥ > 0 o vy stupnich vol-
nosti, pisSeme Wy, (T, ). V Fe¢i maticového normélniho rozdéleni plati, ze pokud
X ~ Nk (ML, ® Y), tak G = (X=M)" (X=M) ~ W, (Y,1). Hustota
tohoto rozdéleni na mnoziné pozitivné definitnich matic fadu k je (pouze pro
vy >k — 1) tvaru

1z vog—k—1 1
Pl w) = awlhon) - [T - g7 exp {2 Tr T g
vog—k—1 1 _1
PlelT) o ] exp {5 TrY (1.7)

kde oy (k,vo)™t = PR S ﬁlf (%) Tuto konstantu casto skryvame do
proporcionality , i kdyz stéale zavisi na parametru 4. Opét nic nebrani tomu,
aby toto rozdéleni bylo definovano nejen pro prirozené vy, ale i obecné vy > k—1.
Stfedni hodnotou je 1Y, modus je (vy — k — 1)Y (jen pokud vy > k + 1).
Rozptylovd matice vecG lze zapsat jako vo(Iyz + Puecg) (Y ® Y), kde Pueci je
transpozi¢né-permutacni matice k matici G, definice viz apendix [A] Kovariance
mezi diagonalnimi prvky je tedy cov (G, Gj;) = 21945

1.3 Inverzni Wishartovo rozdéleni

Vv

tovu rozdéleni, tedy rozdéleni, jakym se ridi inverzni matice (prevracena hodnota
v jednorozmérném pripadé) k matici ridici se Wishartovym rozdélenim. Formalné

0_2

q,v~IW;(q,v) < 0'_2‘(]_1, vy ~ W, (q_l, 1/0) ,
5|Q v~ Wi (Qv) <= =7 Q7 vy ~ Wi (@, 10)



kde jsme zavedli v = vy + k + 1, se kterym se bude lépe pracovat. Poc¢tem stupnt
volnosti je v literature klasicky oznacovano 1y, zde vSak budeme nadale pracovat
s v, nebot v samotné hustoté tohoto rozdéleni je vyznam v prehlednéjsi. Hustota
inverznitho Wishartova rozdéleni pro vy > k — 1 (tedy v > 2k) obdrzena uzitim
véty o transformaci [C9|s jakobidnem |2|~*+Y) m4 tvar

) g (7 ) el
x (02) %exp {—212} : (1.8)
P(Z1Q, 1) = e (k) - Q5 - S5 exp {—;TrZ‘lQ}

v 1
x |X|72 exp{—zTrE_l@}, (1.9)

kde crw(k,v) = ew(k,v). Tato konstanta zavisi na parametru v, avsak bude
praktict&jsi ji skryt do proporcionalit a (L.9). Stfedni hodnota je pro v >
2k + 2 rovna Q/(v — 2k — 2), modus je potom Q/v. Pro v > 2k + 4 je rozptyl
i-tého diagonélniho prvku matice je roven 2q2-22-/(u — 2k —2)*(v — 2k — 4).

1.4 Studentovo rozdéleni

Jednorozmérné Studentovo rozdéleni

Budte X ~ N (i,0%) a G ~ W, (1,v) = x? nezdvislé ndhodné veli¢iny. Potom
nahodna velic¢ina
T = X —n + 1o
G
05
se Tidi Studentovym t-rozdélenim o v stupnich volnosti s parametrem polohy
to a parametrem rozptylu o2, piSeme T ~ t(v,to,0?). Nejedna se vSak o tzv.

necentrdlni t-rozdéleni. Pomoci véty o transformaci [C9 lze ukédzat, ze hustota
tohoto rozdéleni je

v+1 v+1

1 1 T2 1 2
v t0,0%) = (V) [1+W2(t—t0)2] x [1+W2(t—t0)2 , (1.10)

p(t

2
dizované t-rozdéleni s v stupni volnosti.

kde ¢;(v) =T (%“) /F (5) Vv, Jeli tg = 0 a 02 = 1, pak se jedna o standar-

Vektorové Studentovo rozdéleni

Budte X ~ Ni (1, X) a G ~ Wy, (I, v) nezavislé. Potom ndhodny vektor

=

T = <G>_ (X —p)+to

v

se Tidi k- rozmérnym Studentovym t-rozdélenim o v stupnich volnosti s parame-
trem polohy ¢y a rozptylovou matici 3, piseme T ~ tj (v, 1y, 3). Pomoci véty

10



o transformaci [C9] lze ukazat, ze hustota tohoto rozdéleni je
vtk

Dt to, S) = ()] [1 + i(t )Tt — to)}

v+k

(t—to) TS (¢t to)] . (1.11)

Maticové Studentovo rozdéleni

Budte X ~ N,xx (M, ®®3X) a G ~ Wy (I, ) nezavislé. Potom nahodna
matice

T = (X — M) <G>%+TO

14

se Tid{ (n x k)-rozmérnym Studentovym t-rozdélenim o v stupnich volnosti s pa-
rametrem polohy Ty a rozptylovou matici ® ® 3, piSeme T ~ t,x (v, To, ® @ X).
Pomoci véty o transformaci [C9| 1ze ukézat, ze hustota tohoto rozdéleni je
_ vtk

2

v n 1
p(t]v, To, ®,3) = cx(v)|B[2|Z[7% | @ + — (¢ — To)S7'(¢ — To)
14

v+k

, (1.12)

1
o ’q) + = (t —To) = (t — Tp) "
1%

kde cp(v) = [T (”*k;lj)/ [T (%) (wu)%k.
i=1 j=1
Pro Studentova t-rozdéleni existuje stfedni hodnota pouze pro v > 1 a je rovna
parametru polohy, ktery je ze symetrie roven modu tohoto rozdéleni. Rozptyl je
pak konecny pro v > 2 je roven rozptylovému parametru prendsobenému v/(v —

2). V pripadé maticového T mluvime o rozptylové matici vektoru vec (']I‘T>.

1.5 Dirichletovo rozdéleni

Tohoto rozdéleni se casto pouziva k apriorni specifikaci pravdépodobnosti.
V jednorozmérném pripadé se jedna o znamé beta rozdéleni.

Beta rozdéleni

Néhodna veli¢ina X € (0,1) se tidi beta rozdélenim s parametry «, 5 > 0,
piseme X ~ Beta (o, §), je-li jeji hustota tvaru

el ) = 57

kde B («a, ) je beta funkce definovana jako B(«a, ) = ['(«a) - I'(8)/T'(a + B).
Stredni hodnota této velic¢iny je EX = o/(a + ) a rozptyl

af 1
ar X = a1+ el ULEX)
Modus pro a,8 > 1 (nejvyse jeden z nich muze byt i roven 1) ma hodnotu
(a —1)/(ae+ B —2). Piipad @ = f = 1 odpovida rovhomérnému rozdéleni na
intervalu (0,1).

21— 2)P o 21 — )P (1.13)
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Dirichletovo rozdéleni

Néhodny vektor X = (X3,... ,Xk)T, jehoz slozky jsou nezaporné a jejich
soucet je 1, tj. X; > 0 a Z;‘?:l X; = 1, se T{di k-rozmérnym Dirichletovym roz-
délenim s kladnymi parametry o = (a, .. . ,ak)T, piseme X ~ Dirg (o), pokud
jeho hustota je tvaru

k
jl;llr(aj) k . k .
p(z|a) = el T ijj : (1.14)
r (Z ozj> J=1 i=1
Jj=1
Oznacime-li oy = Z;?:l o, pak stiedni hodnota vektoru X ma tvar EX = g.
Qo

Rozptylova matice ma tvar

diag (pa) — aa”
ad(ap+1)

var X = ,
tedy rozptyl X; je roven a;(ag — a;)/cd(ap + 1) a jednotlivé slozky jsou mezi
sebou negativné korelované: corr(X;, X;) = —‘/aiaj/\/(ao — ;) (g — @) pro
i # j. Modus tohoto rozdéleni je (o — 1;)/(cv9 — k), pokud «; > 1 pro kazdé

jed{l,... .k}
Vidime, zZe beta rozdéleni je vlastné rozdéleni slozky X; dvourozmérného vek-
toru X = (Xl,Xg)T ~ Dirg (o, ). Obecné plati, ze pokud X ~ Dirg (a), pak

jta slozka X; ~ Beta (0, X5, . 05).
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Na zavér zde jesté uvadime tabulku [I.1] kterda obsahuje prehled st¥ednich
hodnot, modii a rozptyli vSech predstavenych rozdéleni.

Tabulka 1.1: Zakladni charakteristiky pravdépodobnostnich rozdéleni predstave-
nych v kapitole [T}

Rozdéleni E mod var®
N (11, 0%) 1 T o’
Npxr (M, @ @ %) M M bR
vov? vy — 2)v? 2uyv?
Wl <U27 Vo) 0 ( 0 ) 0
pro vy > 2
I/QT (I/Q — l{ — 1)T I/Q(]Ika —|— Pvecw)(r ® T)
Wk (Ta I/O)
provg > k+1
q q 2¢*
W =
1(a,v) v—4 v (v —4)%(v —6)
prov >4 prov >6
Q Q
W _ -
¢ (Qv) v—2k—2 v f
pro v > 2k + 2 pro v > 2k +4
14
t(V,t0,0'2) to t() V—202
prov >1 prov > 2
v
ti (V, to, E) to to o 22
prov >1 prov > 2
tor (1, To, ® © 5) T, T, v 2O
y —
prov >1 prov > 2
-1
Beta (v, 5) a a 2&6
a+p a+p—2 (a+06) (a+8+1)
Diry () a a—1, diag (2aoa) —aa'
oo o — k ad(ag + 1)
k
ap =Y. q; pro a, 3> 1
j=1

* Pro maticova rozdéleni se jedné o rozptyl vektorizovaného rozdéleni s vyjimkou f.

2
m%ﬂzm + Gi19im + Gim Qi

(v—2k—1)(v —2k—2)(v — 2k — 4)

T = cov (O-ij)o-lm|Q7 V) -

13



14



2. Bayesovské metody

V této kapitole se sezndmime s bayesovskym pristupem k modelovani prav-
dépodobnostniho mechanismu, ktery stoji za dostupnymi daty. Definujeme si za-
kladni pojmy a postupy, se kterymi budeme naddle pracovat. Predstavime si
zakladni metody odhadu a nasledné inference o parametrech zajmu. V posledni
casti této kapitoly aplikujeme predstavené postupy na model bayesovské mno-
horozmérné regrese, ktery ma v jistém smyslu velmi blizko k modelu bayesovské
faktorové analyzy, kterému se budeme vénovat pozdéji.

2.1 Bayesova véta

Necht Y reprezentuje data, kterd byla vygenerovana néjakym pravdépodob-
nostnim mechanismem, ktery zavisi na hodnoté neznamého parametru 6 € ©,
kde © je uvazovany parametricky prostor. Klasicky se predpokladd, ze © je né-
jaké oteviend podmnozina RY. Casto se stava, ze parametr 0 se sklada z J riiz-
nych podparametri, tj. @ = vec(04,...,60;), kde 8;,5 € {1,...,J} jsou vektory
parametri popisujicich objekt uceleného vyznamu (skaldr, vektor, matice). Pa-
rametricky prostor je potom kartézskym soucinem jednotlivych ©; — otevienych
mnozin piipustnych hodnot parametru ;.

Predpokladejme, ze pravdépodobnostni mechanismus, kterym pii daném 6
vznikaji nase data Y je dan hustotou p(y|@) vici néjaké o-konecné mive p. V kla-
sické statistice se potom funkce L(0) = p(Y|0) nazyva vérohodnostni funkce
parametru 6. Nyni si vSak pridame predpoklad, Ze samotny parametr 0 je také
nahodny element. Rozdéleni tohoto parametru je urceno hustotou p(@) vici o-
konec¢né mire v, tu budeme nazyvat hustotou apriorni.

Na apriorni hustotu se Ize v jistém smyslu divat jako na miru naseho presvéd-
ceni, ze O nabyva pravé této hodnoty. Tato mira muze byt podlozena historic-
kymi daty ¢i pouze statistikovym subjektivnim nézorem. Vice o této problematice
v dalsi ¢asti2.2]

Nyni je vsak ¢as predstavit si zpusob, jakym je nase apriorni informace o para-
metru 6 a vérohodnost parametru obsazena v datech vyuzita spoleéné. Odpoveéd
se skryva ve vyuziti podminéného rozdéleni Y|@ a apriorniho rozdéleni € pro od-
vozeni sdruzeného rozdéleni dvojice (Y, ). Nasledné z tohoto rozdéleni obdrzime
podminéné rozdéleni parametru @ za znalosti nasich dat Y, to presné odpovida
situaci, ve které se nachazime. Toto takzvané aposteriorni rozdéleni parametru 6
muzeme opét charakterizovat pomoci hustoty. Nasledujici Bayesova véta nam
dava navod, jak tuto aposteriorni hustotu ziskat.

Véta 2 (Bayesova véta). Nechl podminéné rozdéleni Y|0 je urceno hustotou
p(y|0) a apriorni hustota ndhodného parametru 0 je p(@). Potom hustota podmi-
néného rozdéleni O|Y md tvar

p(v10)p(0) .
p(6ly) = o) li p(y) G[p(:&f|49)p(49)dV(‘9)#O, 1)

0, jinak.
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Diikaz. Plyne predevsim z rovnosti p(y|0)p(0) = p(y,0) = p(8]y)p(y). Podrob-
néji viz |/Andel| (2007, Kapitola 3.5, Véta 3.21).

O
V této praci se budeme zabyvat pouze rozdélenimi s hustotou vici patiiéné roz-
mérné Lebesgueové mife A, proto budeme nadéle v integrélech psat misto dv(6)
pouze dB. Z Bayesovy véty vidime, ze pro aposteriorni hustotu parametru 0 plati

pOly) o< p(yl0) - p6) (2.2)
——
specifikace modelu apriorni informace

nebof nyni podminujeme znalosti y. Staci tedy mit jistotu, ze integrél p(y) =
[ p(y]0)p(0)dO je nenulovy a konecny. Proporcionalita zavedend v definici 1| ndm
tak pri zaruceni tohoto predpokladu znacéné zjednodusuje zapis aposteriorniho
rozdéleni.

2.2 Volba apriorniho rozdéleni

Nyni se budeme vénovat problému volby apriorniho rozdéleni parametru 6.
V literature byla navrzena celd rada zptsobu jakymi stanovit vhodné rozdéleni.
Nékteré z nich si zde predstavime, ovSsem pouze v takovém rozsahu, v jakém to
budeme nadale pottebovat.

Typickym pozadavkem na apriorni rozdéleni je, aby ona ptridavand informace
o 0 nebyla vyznamnéjsi nez informace o € obsazené v datech (respektive v pred-
poklddaném modelu pro data Y pii €). Toto ne zcela jasné pravidlo bude nejlepsi
predstavit na prikladeé.
Priklad 1 (Jednorozmérné normalni rozdéleni se znamym parametrem rozptylu).
Méjme nédhodny vybér X, ..., X, z jednorozmérného normalniho rozdéleni s ne-
znamou stfedni hodnotou g a zndmym rozptylem o2. Potom vérohodnost para-
metru p je dana hustotou

p(rs. . alt) Hexp{—%gm —m?} ~ exp{—%gz(xi —m?}
Tr; —

=1 =1
I —\2 no_ 2
ocexp{—%gg ) = (= 1) }

kde 7, = % * | x; je aritmeticky primér hodnot x4, ..., z,. Povazujme parametr
1 za ndhodnou veli¢inu s apriornim norméalnim rozdélenim s pevné stanovenymi
parametry 9 a v2. Podle ((1.1)) apriorni hustota p spliluje

1
21)2(#—#0)2},

a tedy dle Bayesovy véty [2] je aposteriorni hustota proporcionalni

p(p) o< exp {—

Pl ) o exp {‘27;3(9“"" R W}
n_ 1 2

1(n 1 PRl Tl
e ‘2<aa+v2> SRR B I

o v?
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kde jsme pouzili metody doplnéni na ¢tverec vzpomenuté v apendixu [B]
Porovnanim vyrazu obdrzené hustoty s rovnici (1.1) vidime, Ze aposteriorni

rozdéleni parametru p (pfi zndmych realizacich zy, ..., z, naseho vybéru) je
nv? — 0'(2) 0'3112 . ;N ,
tedy N (nv2 +o2Tn + — Yoz HOs i )- Aposteriorni stfedni hodnota parametru p

je tedy konvexni kombinaci hodnot Z,, a 1. Pokud jsme zvolili v* mensi nez o /n,
tak je daleko vyssi vaha na apriorni stfedni hodnoté pp nez na praméru dostup-
nych dat T,,. JelikoZ si y a v? volime sami pfedem, tak bychom byli schopni velmi
nizkou volbou v? a hodnotou i dle naseho piani zajistit, aby nas aposteriorni
odhad stredni hodnoty p byl v podstaté ptiblizné roven zvolenému pi.

O

To, Ze se da takhle jednoduse zmanipulovat konecny vysledek, proto byva ter-
¢em kritiky bayesovskych metod. Abychom tedy mohli pouzivat tyto metody bez
mozného podezieni z podvodu, musime si byt védomi, jak silné je nase presved-
¢eni o skutecéné hodnoté parametru € (v podobé apriorniho rozdéleni) v porovnani
s informaci skrytou v nasich datech. Snazime se tedy proto volit apriorni rozdéleni
co nejméné informativni.

2.2.1 Neinformativni rozdéleni

Jednou z moznosti, jak se da zarucit neovlivnéni vysledki, je pouziti zcela
neinformativniho rozdéleni. Tento postup se da jednoduse interpretovat tak, ze
kdyz nemame zadnou predstavu o hodnoté parametru @, pak je kazda mozna
hodnota @ € © apriori stejné pravdépodobna. Tedy apriorni rozdéleni 8 se voli
rovnomeérné na mnoziné 6. Existuje-li hustota tohoto rozdéleni, pak je konstantni,
a tedy p(@) oc 1. Casto se vsak pracuje i s nevlastni hustotou, tj. specifikuje se
p(0) x 1,ikdyz [odlv(0) = co. Diilezité vsak stéle je, aby vysledna aposteriorni
hustota (kterd je pak proporcionédlni pouze samotné vérohodnosti p(y|@)) stale
existovala a byla vlastni.

Priklad (Pokrac¢ovani piikladu . Jelikoz p € R, tak potfebujeme specifikovat
rozdéleni na celém R a ma-li byt zcela neinformativni, tak musi byt nevlastni.
Jeden zpiisob, jak se na to divat je, ze u ~ N (pg,v?), kde v> — oo. Cim vice
zvySujeme rozptyl apriorniho rozdéleni, tim srovnatelnéjsi jsou hodnoty hustoty
okolo jig s témi vice vzddlenymi od g, aZ se pii dostateéné velkém v? zda hustota
témer konstantni, a tedy neinformativni. Lze se na to také divat tak, ze uvazujeme
rovnomérné rozdéleni na intervalu (ug — a, po + a), kde a — oo. Tyto postupy lze
jednoduse zobecnit i na parametr stfedni hodnoty vicerozmérného normalniho
rozdéleni.

O

Priklad 2 (Jednorozmérné normalni rozdéleni s nezndmymi parametry p i o).
Nyni uvaZme, Ze o z pfedchoziho piikladu je také nezndmym parametrem a chtéli
bychom pro néj také predpokladat apriorni neinformovanost. I kdyz se zde nabizi
opét uvazovat, Ze o2 je rovnomérné rozdéleno na intervalu (0, 00), tak se nejednd
o klasicky postup. Pokud bychom totiZ uvazovali o parametrizované pomoci pa-
rametru piesnosti 7 = o2, tak by podle véty o transformaci byla apriorni
hustota p(7) proporcionalni jakobidnu 772, Zde je jiz vidét, Ze i kdyZ jsme vysli
z zadné predem dané informace, tak v pojeti presnosti jiz svym zptsobem infor-
mativni je. Vyslednd aposteriorni rozdéleni vznikld volbou p(7) oc 772 a p(7) o< 1
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se potom od sebe lisi.

Jako neinformativni apriorni rozdéleni se uvazuje nevlastni konstantni hus-
tota pro logaritmus smérodatné odchylky, tj. p(log(o)) o< 1. Podle véty o trans-
formaci [C9] tato volba zpét v feci 0% ddva opét nevlastni hustotu p(o?) oc o2
Jednd se v podstaté o limitni inverzni Wishartovo rozdéleni IW; (¢,v) pro v —
2 < 1y — 0. Tento postup lze také zobecnit na obecnou neznamou varianéni ma-
tici 3 tadu k vektorového normalniho rozdéleni, za jejiz neinformativni apriorni
hustotu se povazuje p(X) ]2|f%.

O

Zde narazime na problém volby apriorniho rozdéleni takového, aby vysledné
aposteriorni rozdéleni nezdviselo na volbé parametrizace. Resenim je tzv. Jeffrey-
sova apriorni hustota (mtuze byt i nevlastni). JelikoZ nebudeme tento pojem déle
potiebovat, tak se zde odkédZeme na ucebni text Bayesovské metody (viz Huskova)
1985| Kapitola 2.3).

2.2.2 Konjugované rozdéleni

Na prikladu[l]vyse jsme si ukdzali, Ze pokud pfedpokladame jak normalitu dat,
tak samotného parametru stfedni hodnoty, tak vysledné aposteriorni rozdéleni je
opét normélni. Mzeme tedy opét jednoduse pracovat s aposteriornim rozdélenim
(konstruovat odhady ¢ vérohodnostni mnoziny). V tomto pripadé se tak zdarilo
diky tomu, ze pu vystupovalo v exponenciadle v souc¢tu dvou ¢tverci a ty umime
diky dodatku [B] znovu pfevést na ¢tverec.

Kdyz tedy vime, Ze aposteriorni hustota je proporciondlni soucinu p(y|0) -
p(0), tak se muzeme pokusit nalézt takovou apriorni hustotu p(8), ze lze vhodné
zkombinovat s vérohodnosti tak, aby onen soucin téchto dvou hustot jako funkce
parametru @ pripominal opét hustotu néjakého znamého rozdéleni. Konjugované
apriorni rozdéleni je takové, které nam zajisti, ze vysledné aposteriorni rozdéleni
je ze stejné rodiny jako samotné apriorni rozdéleni:

Definice 2. Bud Fy systém apriornich hustot ndhodného parametru @ € ©. Rek-
neme, ze systém Fy je konjugovany vzhledem k systému hustot {p(y|0), 0 € O},
jestlize pro kazdé p(0) € Fy aposteriorni hustota p(0]y) x p(y|0)p(0) € Fe.

Typicky systém hustot Fy prislusi néjaké rodiné rozdéleni, ve které jsou jed-
notlivd rozdéleni indexovdna hyperparametrem «, tj. Fg = {q(0|a),x € A}.
Jestlize tedy zvolime za apriorni hustotu p(@) = ¢(8|ay), tak musi existovat
takové ay € A, ze p(@|y) = q(8|a). Jestlize je nase apriorni rozdéleni nein-
formativni oproti informaci ukryté v datech, tak by méla vérohodnost obsazena
v datech vyznamné zménit ptivodni parametr a.

Existuje metoda zalozend na postacujicich statistikach (viz [Huskova), 1985),
kterd pro dany systém {p(y|@),0 € ©} nalezne konjugovany systém apriornich
hustot. My se zde vSak zamérime spise na vyuziti tohoto ptistupu k volbé aprior-
niho rozdéleni, zejména v pripadé parametru stfedni hodnoty a rozptylu normal-
niho rozdéleni. Jiz pro jednorozmérny piipad z pfikladuvime, Ze pri zndmém o}
je konjugovanym systémem pro parametr sttedni hodnoty p opét obecné normalni
rozdéleni N (pg,v?), kde pg a v? jsou dodatecné hyperparametry.

Srovnanim hustot a (1.8) vidime, Ze nehledé na znalost parametru pu
je inverzni Wishartovo rozdéleni pro apriorni rozdéleni o2 idealni volbou. Jsou-li
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oba dva parametry u a o2 neznamé (piiklad , tak jiz musime uvazovat tzv.

normalni-gama rozdéleni. Toto rozdéleni NI' je definovano nésledovné:

(u, 02) ~ NI’ (uo,'UZ,q, u) — /L‘O’Q ~ N (,uo,a2'02) , 02 ~1Wy (q,v).

Nazyva se tak proto, ze se casto definuje pomoci inverzniho rozptylu, tzv. pres-
nosti, ktera se ridi Wishartovym rozdélenim, coz, jak vime, neni nic jiného nez
gama rozdéleni s prislusnymi parametry. Hustota tohoto rozdéleni lze snadno
urcit jako soucin hustot p(u|o?; po, v?) a p(o?|q,v), viz . a (1.8). D4 se uka-
zat, 7Ze toto rozdéleni je konjugované pro hustotu p(y|u,o?) z N (u,0?), tedy Ze
aposteriorni rozdéleni 1 a 02 je potom opét normalni-gama.

Tyto poznatky se daji snadno zobecnit pro vektorové Ni (p, ¥) i maticové
normdlni rozdéleni N, (M, ® ® ¥). Pro parametr stiedni hodnoty (u ¢i M) je
opét vhodné predpoklddat normaélni rozdéleni s nami predem urcenymi hyper-
parametry. Pro zachovani konjugovanosti je opét nutné, aby parametr popisujici
méritko v apriornim rozdéleni parametru stfedni hodnoty zavisel na neznamych
parametrech méfitka (X ¢i ® a 3) puvodniho rozdéleni. Pro parametry méritka
predpokladame inverzni Wishartovo rozdéleni.

Déle 1ze pracovat se zobecnénym konjugovanym systémem, ktery pro para-
metr stfedni hodnoty a parametr méritka predpoklada apriorni nezavislost. Tedy
parametr stfedni hodnoty se ridi normalnim rozdélenim s ryze vlastni méritko-
vou matici. Zde uz ale ztracime vlastnost konjugovanosti tak, jak je zadefinovana
v definici 2] Nicméné i s takto zvolenym apriornim rozdélenim jsme stéle schopni
dobre pracovat.

2.2.3 Volba hyperparametra

Af uz vyuzivame konjugovaného systému hustot nebo ne, ve vétsiné pripadu
predpokladame, ze apriorni rozdéleni parametru @ pochazi z néjakého systému
hustot, ktery je typicky urcen riuznymi hodnotami hyperparametru a € A. [Hus-
kova, (1985) ve svych skriptech uvadi, ze pomoci empirickych bayesovskych metod
lze na zakladé historickych dat stanovit apriorni rozdéleni i neparametricky. Nas
pristup v této praci vsak bude vzdy ¢isté parametricky.

Predpokladejme, ze pred samotnym provedenim experimentu mame k dis-
pozici néjakou minulou zkusenost v podobé historickych dat y" pochazejicich ze
stejného modelu urceného p(y*|0), kde 8 je ndhodné rozdéleno v zévislosti na pa-
rametru a.. Pak marginalni rozdélenf historickych dat je p(y?|a) = [o p(y7]0; a)-
p(0|a)d@. Pokud jsme schopni tento integral spoéitat (napt. v pripadé 6 parame-
try normélniho rozdéleni), tak ziskdme vérohodnost parametru a v historickych
datech xt. Mtizeme tak pouzit klasické nebayesovské metody pro odhad parame-
tru @ (momentova metoda, metoda maximalni vérohodnosti).

Priklad (Pokrafovani pitkladul[l). Budte X{', ..., X nezavislé z N (1, 03), kde
o2 je zndmé, a predpokladejme, ze u ~ N (o, v ) Margmalm rozdéleni veli¢in
X je N (p0,0?%), kde 0% = 02 + v%. Za odhady parametrii uo a 0% pak vezmeme
klasické statistiky

1 &

—ZXH a

nHll nH—l

Z(XH o)
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2 2

Jesté dopocteme v? = 52 — 02 a vyslednd volba apriorniho rozdéleni by méla byt
N (jig, 9?). Nastava-li, ze 6% < o2, tak bychom museli volit % = 0, coz odpovid4
degenerovanému rozdéleni koncentrovanému v fig. Toto je silné informativni apri-
orni rozdéleni, nebof nam zuzilo parametricky prostor © = R na jedinou moznou
hodnotu fig. V takovém pripadé bychom tedy méli volit néjaky jiny zpiisob volby
apriorniho rozdéleni.

O

Rowe (2003)) ve své publikaci uvadi postup, kterym lze odvodit obecnou volbu
apriorniho rozdéleni pro parametry skalarniho, vektorového i maticového normal-
niho rozdéleni. Vysledkem je, ze parametr polohy (ug, o, M) apriorniho roz-

déleni se vzdy odhadne pomoci priméru historickych dat (% s xi Ly xH

’ ny
% > X?) Za rozptylovy parametr se potom pii pouziti konjugovaného rozdéleni
pouziva iaQ, %Z ¢i dvojice @ a i
parametry meéritka.

Pokud bychom zde chtéli néjaky obecny parametr méritka, tak ztracime kon-
jugovanost a nastdvaji problémy s urcenim p(y|a) = [g p(y"6; @) - p(0]ar)d6.
Jiz v jednorozmérném pripadé nelze vyintegrovat oba neznamé a nahodné pa-
rametry u ~ N (ug,v?) a 0% ~ IW; (¢,v) a dostat potom znamé rozdélen{ dané
hustotou p(x|ug, v, q,v), ze kterého by §lo hezky odvodit nejvhodnéjsi volbu
parametri pg, v2, ¢ a v. Statistik tak musi zvolit nastaveni hyperparametrii dle
svého uvazeni ¢i mize méritkovy parametr v rozdéleni parametru polohy u, p ¢i
M stanovit jako ndhodny (pomoci inverzniho Wishartova rozdéleni s jiz pevné
zvolenymi parametry).

Pro ndhodny parametr rozptylu normalniho rozdéleni predpokladame stan-
dardné inverzni Wishartovo rozdéleni IWy, (Q, v) vzhledem k jeho konjugovanosti
k predpokladané normélni vérohodnosti. Mame-li ve vektorovém ptipadé histo-
rickd data X1',..., X)L ~ Ny (po, ), pak Rowe (2003) doporucuje pouzit

3, tedy zde hraji roli puvodni ndhodné

@:;(XF—XSH)(XZH_XSH)T a v=nn, kdeXSH:T;gX?,

n _ 2
coz se v jednorozmérném pripadé zjednodusuje na g = i (XZH - X SH) . V mati-
i=1
covém piipadé N, (M, ® ® X)) je tfeba urcit rozdéleni obou parametria ® a 3.
Pii dispozici historickych dat X1, ... ,XEH se doporucuje pro parametry predpo-
kladanych rozdéleni 3 ~ IWy (Q,v) a ® ~ IW,, (¥, k) pouzit idedlné

<H

H)T ! (xI'-X

H

nH) a vV =mn-ngy,

@_f(XH—XH)z—l(X?—XH ) a w=kon.

nH

Jak vidime, tyto volby jsou vzajemné provazané a nelze tak nalézt vzorce v uza-
vieném tvaru. S timto problémem si lze poradit pomoci iterovani vypoctu jed-
notlivych matic s vhodnym pocatecnim bodem.

Nemé-li statistik k dispozici zadna historicka data, je volba hyperparametrii
apriornich rozdéleni ponechéna c¢isté jeho zkusenostem a predstavam o rozdé-
leni parametri. Zde je dobré mit na paméti, jaké jsou zakladni charakteristiky
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normalniho a inverzniho Wishartova rozdéleni. Modus rozdéleni 1ze chapat jako
hodnota, v jejimz okoli se s nejveétsi pravdépodobnosti nachazi skuteéna hodnota
parametru. Zvlasté opatrni bychom méli byt pri volbé parametr rozptylu, kdy
musime mit na paméti, aby vysledné apriorni rozdéleni nebylo prilis informativni.
Za povsimnuti zde stoji, ze rozptyl inverzniho Wishartova rozdéleni je zhruba
dvojndsobek druhé mocniny stfedni hodnoty (tu si typicky zvolime) délené na-
vic poc¢tem stupnu volnosti, od kterych je odectena konstanta zavisla na dimenzi
k. Tedy s vysSim poctem stupnt volnosti si jsme vice jisti, Ze nami stanovena
hodnota modu (stfedni hodnoty) je ta prava.

2.3 Metody odhadu

Bayesovské metody odhadu jsou prehledné vysvétleny a predvedeny na pri-
kladech v knize (Robert|, 2001, kapitoly 4-6).

Bézné pouzivanou metodou odhadu v klasické statistice jsou maximalné vé-
rohodné odhady zalozené na vérohodnosti p(Y|@), které za jistych predpokladu
maji pékné asymptotické vlastnosti. Zde vsak mame navic i predpokladané apri-
orni rozdéleni parametru 0, které svym dilem také prispéje do vyslednych ba-
yesovskych odhadi. Je intuitivné zfejmé, ze pro odhadovani a inferenci budeme
pouzivat aposteriorniho rozdéleni parametru @, nebot hodnota 6 je ndm neznama
a chceme se o ni néco dozvédét za znalosti nasich namérenych dat Y.

Zakladnim odhadem samotného parametru @ je aposteriorni sttedni hodnota,
tedy (podminénd) stfedni hodnota vzhledem k aposteriornimu rozdéleni |Y, t;.

0 —E|[6]Y] = /9p(9|Y)d9. (2.3)
S

K tomu je zapotiebi védét, o jaké aposteriorni rozdéleni se jedna (pak se lze
vyhnout integrovani). Jinak je zapotfebi umét dopoéitat normalizacni konstantu
v rovnici a umét (numericky) spocitat integral (2.3)). Jestlize je parametr
0 = vec(60,...,0;), kde 8; mize byt skalar, vektor ¢i (pozitivné definitni) matice,
tak se pro odhad 6,,j € {1,...,J} pouzivi marginalni aposteriorni rozdéleni
0,|Y, které méa hustotu

p(0]|§7) = / p(017 s aeJ‘y) del o dej—1d0j+1 te dHJ,
O =:d6_)

kde ©(_j) znaci parametricky prostor, ktery vznikne zafixovanim j-té slozky pa-
rametru 6. K tomu, aby slo toto marginalni aposteriorni rozdéleni spocitat, je
tfeba umeét efektivné pocitat integraly podle ostatnich slozek 0, tedy i napriklad
integral podle pozitivné definitni matice. Nasledujici tvrzeni (zjednodusené pro
pouze dvé slozky) ukazuje, jak se takova integrace da provést na zakladé znalosti
hustoty pravdépodobnostniho rozdéleni.

Tvrzeni 3. Bud 6 = vec (01, 0,) dvousloZkovy parametr a necht sdruZend aposte-
riorni hustota je tvaru p(6y, 03|y) < g(01|y)-h(6s|y, 01), kde funkce g jiz nezdvisi
na @y a funkce h je v parametru @y funkce proporcidlni hustoté néjakého znamého
rozdelent, tedy existuje néjakd kladnd multiplikativni konstanta k(01|y), Ze podil
h/k je hustota. Potom p(61]y) o< g(61]y) - k(61]y).
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Diikaz.  Dle definice [l| existuje konstanta c(y) takovd, Ze p(01,0:|y) = c(y) -
9(01,y) - h(0s]y, 01). Jelikoz podil funkei h a k tvori hustotu v parametru 6y, tak
plati, ze

h(92|y, 91)

de
k(el |§’) ?

p(0ily) =

@\

P(61, 6:1)16, = c(3) - (61]y) - k(Ouly) - |
(C]

=c(y) - 9(01]y) - k(61]y) oc g(01y) - k(6:]y).

Volbou ¢*(04]y) = ¢(y) - g(6:1]y) dostaneme dokonce rovnost namisto o.
O

Toto tvrzeni zustéava platné i pokud podil h/k je az na konstantu (nezavislou na
0, i 05) hustotou. Tvrzeni [3| pouzijeme vzdy tak, ze 8, bude parametr, ktery se
v tomto kroku snazime vyintegrovat, a @, pak predstavuje zbyvajici jesté nevyin-
tegrované parametry. Casto byva kli¢ové umét zvolit spravné pofadi, ve kterém
provadét onu integraci.

Marginalni aposteriorni stfedni hodnota vsSak neni jediny mozny odhad 8.
V jednorozmérném pripadé lze také pouzit marginalniho aposteriorniho medianu
med [0]Y]. Tento tzv. robustni odhad je (jako v klasické statistice) ve stfedni
hodnoté optimalni vzhledem ke ztratové funkei vzdéalenosti odhadu od samotného
0. Aposteriorni stiedni hodnota je ve stfedni hodnoté optimalni vzhledem ke
kvadratické ztratové funkci. Podrobnéji o tom, v jakém presné vyznamu jsou tyto
odhady optimalni, se 1ze docist ve skriptech [Huskova (1985).

Zatim jsme se vénovali pouze odhadu bodovému, stejné jako v klasické sta-
tistice lze také sestrojit intervalové odhady (presnéji fe¢eno mnozinové odhady).
V bayesovské statistice se jim Tik4 vérohodnostni mnoziny parametru 6. Jedna
se jednoduse o takové mnoziny M, C O, jejichz aposteriorni pravdépodobnost
toho, ze v ni @ lezi, dosahuje predem stanoveného pokryti 1 — o € (0,1), t
P[0 € M,|Y] =1 — . Takovych mnozin lze sestrojit nekonecné mnoho, a proto
je vhodné konstruovat mnoziny se specialni vlastnosti. Prvnim typem jsou tak-
zvané ET intervaly (Equal-Tailed) pro jednorozmeérny parametr 6;, které spliuji
to, Ze aposteriorni pravdépodobnost toho, Ze parametr ¢; nabyde hodnoty vyssi
nez horni mez intervalu je 5, a tedy je stejna jako pravdépodobnost toho, Ze
parametr ; nabyde hodnoty nizsi nez dolni mez intervalu. Druhym typem je
tzv. HPD mnozina (Highest Posterior Density), jednd se o mnozinu (¢ inter-
val) s vlastnosti M, = {6 € © : p(8ly) > k.}, kde k, je konstanta zajistujic
P[BGM Y] =1-«a.

vvvvvv

Iyzy) nepujde stanovit jednotlivd margindlni aposteriorni rozdéleni. A proto je
zapotTebi jinych metod odhadu parametru 0 zalozenych bud na generovani z apo-
steriorniho rozdéleni nebo iterac¢nich algoritmech.

2.3.1 MCMC metody

V této ¢asti prace se budeme zabyvat Monte Carlo Markov Chain (MCMC)
metodami. Jednd se o spojeni metody odhadu zalozené na simulacich (Monte
Carlo) a metody generovani markovskych fetézcu s predem danymi vlastnostmi.
Podrobny prehled této kombinace metod je detailnéji popsan naptiklad v knize
Brookse, Gelmana, Jonese a Menga (Brooks, Gelman, Jones a Meng, [2011)). Hned
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v uvodni kapitole jsou zde definovany zakladni pojmy z teorie markovskych te-
tézcu, které zde nebudeme podrobné zavadeét.

Monte Carlo metoda odhaduje charakteristiky rozdéleni 8|Y na zakladé simu-
lace ndhodného vybéru 6%,i € {1,..., M} z tohoto rozdéleni. Naptiklad jedno-
rozmérnou funkei ¢ parametru 6, kterd spliuje E [\t(@)\‘Y} < 00, lze odhadnout
vybérovym primérem hodnot ¢(8%) (dle silného zakonu velkych ¢isel). Druhd ¢ast
nazvu Markov Chain ndm pomize ziskat do jisté miry onen ,ndhodny vybér®.
Ke generovani jednotlivych 6% Ize pouzit Gibbsiv algoritmus (¢4st .

Za generované hodnoty parametru @ = (04, ...,0,) povazujeme stavy, které
navstivi markovsky tetézec s nasledujicimi vlastnostmi:

e jedna se o homogenni markovsky fetézec,
« jeho staciondrnim rozdélenim je pravé aposteriorni rozdéleni 0|Y,

o existuje limitni rozdéleni tohoto markovského fetézce.

Od jistého B > 0 tak lze generované hodnoty 8%+9 i € {1,..., B + M} pova-
zovat za reprezentanty limitniho rozdéleni fetézce. Z teorie markovskych procest
vime, ze limitni rozdéleni homogenniho markovského fetézce je shodné s rozdéle-
nim stacionarnim. Nagenerované hodnoty lze tedy od jistého indexu B dokonce
povazovat za reprezentanty z aposteriorniho rozdéleni. Hodnoty 6°,7 € {1,..., B}
tvori tzv. zdzehovou fazi (burn-in period) markovského Tetézce a nejsou pouzity
pro findlni odhady.

Problémem vsak v realné situaci byva stanoveni délky zazehové faze B. Od ja-
kého B > 0 lze opravdu tvrdit, ze generovany markovsky retézec dosahl limitniho
rozdéleni? Na tuto otazku neexistuje jednoznacna odpovéd, piipad od pripadu
se vhodné B velmi lisi, od tadt desitek po miliony. Za timto tcelem se generuje
typicky velmi dlouhy fetézec a zkouma se, zda je od néjakého okamziku priblizné
stabilni (staciondrni). Dal$im problémem s takto generovanym vybérem je ten, Ze
generované hodnoty jsou velmi casto pozitivné autokorelované, nemtizeme tedy
generované veli¢iny povazovat za nezavislé. Za tcelem odstranéni vysoké autoko-
relace se doporucuje ponechavat si pro findlni analyzu jen kazdou K-tou hodnotu,
kde K > 1 si vhodné stanovime.

Odhadovat aposteriorni stfedni hodnotu priumérem generovanych hodnot (za
t volime projekci na jednorozmérnou slozku parametru @) je vSak mozné i bez
splnéni predpokladu nezavislosti, zajistime-li platnost ergodické véty, viz Robert a
Casella) (2004, Theorem 6.63). Platnost predpokladi ergodické véty zpravidla neni
nijak tézké zajistit, viz Brooks a kol. (2011, Cast 2.5.4). Rozptyl var [t(8)|Y] =
E[(4(6))| Y] — (E[t(6)|Y])* odhadneme pomoct

2

AZZ (t (9<B+i>))2 _ (Al/[;t (0<B+z'))> 7

=1

coz opét plyne z ergodické véty, tentokrat pro druhy moment (za predpokladu
jeho konec¢nosti). Tyto odhady lze pochopitelné zobecnit na vicerozmérné ¢, tedy
napriklad konkrétni podslozky t(@) = 6;. Odhadovani maticového parametru 6,
prevadime na vektorovy pfipad pomoci vektorizace.
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2.3.2 Gibbsuv algoritmus

Tento algoritmus je pojmenovan po fyzikovi J. W. Gibbsovi, ktery generoval
nahodné veli¢iny ve statistické fyzice podobnym postupem jako je dnesni podoba
tohoto algoritmu. Gibbsiiv algoritmus tak, jak jej dnes zndme a pouzivame, pred-
stavili az 80 let po smrti samotného Gibbse bratti Donald a Stuart Gemanovi ve
svém ¢lanku |Geman a Geman, (1984)).

Stale predpoklddame, ze parametr @ = vec(60y,...,0;) lze rozdélit do J
ucelenych céasti. Pfipomindme znaceni 6_;) = vec(0i,...,0;.1,0;11,...,0;).
Mluvime-li o piné podminéném rozdéleni casti parametru €;, mame na mysli
rozdéleni 0;|Y, 0(_;, tedy podminujeme-li navic znalosti i ostatnich slozek pa-
rametru 6. Hustotou tohoto rozdéleni je

p(0;.05)
p(65)v)

tedy se staci na aposteriorni hustotu divat jako na funkci v parametru ;. Model
typicky konstruujeme tak, aby toto rozdéleni bylo znamé - napt. za pouziti kon-
jugovanych rozdéleni, viz ¢ast [2.2.2] Dulezitou podminkou Gibbsova algoritmu
je, ze jsme schopni generovat ze vsech plné podminénych rozdéleni jednotlivych
0.7 €{1,...,J}. Ke generovani z rozdéleni uvazovanych v této praci staci pouzit
vlastnosti uvedenych v ¢asti

p(6;[v.65) = xp(@ly), (2.4)

Algoritmus 1. Gibbsuv algoritmus.

Vstupy: poZadovand délka tetézce B + M, data y, pocdtecni hodnota 6°, metody
generovdani z plnée podminénych rozdélent.

Vijstupy: markovsky Tetézec 0',i € {1,..., B+ M}.

Postup: v (i + 1)-nim kroku algoritmu generuj 0 po sloZkdch ndsledovné:

1) 01 ~ 0, |Y =,00) =6/,

2) 0;+1N92‘Y:y,91:9§+1’93:0§’.”,9ng3’

J—1) 05 ~ 0, ]\y —y,0, =010, ,=070,=6

J) 05" ~ 0,]Y = v,005 =6}
Konec algoritmu: jakmile i +1 = B + M.

V kazdém kroku tohoto algoritmu generujeme z plné podminéného rozdéleni,
kde jako hodnoty zbytku parametri pouzivame vzdy posledni nagenerované hod-
noty. Toto je tedy zdrojem cCasté vysoké autokorelovanosti naseho tetézce. Neni
nutné dodrzovat v kazdém kroce stanovené poradi od 1 po J, pravé naopak pra-
videlna zména sméru ¢i randomizace tohoto poradi mize generovanému markov-
skému Tetézci zajistit dalsi pékné vlastnosti (napf. reversibilita), vice viz Brooks
a kol| (2011 ¢ést 1.12.7).

V téze literature se lze seznamit také s jinymi algoritmy pouzivanymi pro
generovani markovského tetézce s pozadovanymi vlastnostmi. Jednim z nich je
naprtiklad Metropolistiv-Hastingstiv algoritmus.
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2.3.3 ICM algoritmus

Analogii metody maximalni vérohodnosti je v bayesovské statistice odhad
sestaveny na zakladé modu aposteriorniho rozdéleni, tj.

0 = mod [0|Y] = argmax p(0|Y) = arg max log (p(0]Y)) .
0co 0co

Jsme-li schopni uréit aposteriorni rozdéleni jakozto néjaké znamé rozdéleni, lze
prislusny odhad ziskat jednoduse dosazenim ptislusnych hodnot do vzorce pro
modus tohoto rozdéleni, viz tabulka [I.1 Neni-li toto rozdéleni znamé, je tieba
pouzit numerickych metod k nalezeni onoho maxima.

Vime-li, Ze aposteriorni rozdéleni je unimodélni (a prislusnou hustotu lze deri-
vovat), tak se mizeme uchylit k derivovani (logaritmované) aposteriorni hustoty
podle 6. Nésledné fesenim soustavy rovnic (derivace poloZeny rovné nule) na-
lezneme stacionarni bod, o kterém dle naseho predpokladu unimodality miizeme
tvrdit, ze se jednda o maximum. Pro tyto tcely je v mnohorozmérné statistice
vhodné znat pravidla pro derivovani dle vektorového a maticového parametru,
ktera jsou uvedena v tvrzeni

Situace je ponékud komplikovanéjsi v pripadé, ze se 8 da rozlozit na J ¢asti
uceleného vyznamu. Aposteriorni hustotou parametru @ = vec(6y,...,0;) je
p(64,...,0,|y). Maximalizaci této hustoty v celém @ prevedeme na hledani ma-
xima v j-tych slozkéch 6;, zatimco ostatni slozky jsou pevné zafixované na hod-
noteé 0?—;‘)' Zakladem je divat se na aposteriorni hustotu jako na funkci v 6,
tedy p;(0;) = p(0;, 9?7 j)\y). Maximalizace funkce p; lze pfevést na maximalizaci
hustoty p(0,|y, 0?—3')) plné podminéného rozdéleni zavedeného v predchozi ¢asti.
V nasi situaci totiz

nezavisi na 6;
N

argemaxp <0j, 0?_]-)‘ y) = arggmaxp (0j )y, 9?_]-) ) P (9?_]-)‘ y)
j j
= argemaxp (9]- )y, 9(()7]-)) )
j

Vidime-li, ze plné podminéné rozdéleni je zndmé, sdhneme po néjakém pre-
hledu pravdépodobnostnich rozdéleni (napf. ¢ast 1)) a dosadime prislusné hodnoty
do vzorce pro modus tohoto rozdéleni. Nejedné-li se o hustotu znamého rozdélent,
uchylime se k derivovani. Casto byva velmi efektivni nepracovat pifmo s husto-
tou p, ale jeji logaritmickou transformaci. Logaritmus rozdéli znamy tvar hustoty
a multiplikativni konstantu na soucet logaritmu a pri nasledném derivovani mul-
tiplikativni konstanta zmizi. Plati tedy

0 0
a—gjlogp(@ ly) = (97(9] log p (93’ ’Ya 0(—j)) :

Z unimodality plné podminéného rozdéleni pak plyne, Ze feseni soustavy

aaejp (9j ’y, 0 = B?ﬁ.)) L 0, pripadné 880j log p (Hj )y, 0 = 0?7].)) L 0,

musi byt bodem, ktery maximalizuje hustotu p; pro kazdé j € {1,...,J}. Tyto
soustavy je ale potom nutné fesit zaroven pro vsechna j, coz uz nemusi davat
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explicitni feseni. Nelze-li feSeni této soustavy nalézt v uzavieném tvaru, je tieba
se uchylit k numerickym metodam maximalizace. Jednou z nich je pravé tzv. ICM
algoritmus (Iterated Conditional Modes Algorithm).

Tento ICM algoritmus jiz nespadd do MCMC metod. Jedné se o metodu, jak
v unimodalnim rozdéleni o vicero slozkach nalézt modus. Pouziva se zde deter-
ministického postupu, nepouziva se zde zadné generovani nahodnych elementti.
V podstaté se jedna o klasickou tillohu maximalizace funkce vice proménnych, jen
preformulované primo pro aposteriorni hustotu.

Algoritmus 2. ICM algoritmus.

Vstupy: data 'y, pocdtecni hodnota 8°, aposteriorni hustota p(0|y), metody mazi-
malizace plné podminéngch rozdélent.

Vijstup: hodnota @ mazimalizujici p(8|y). B

Postup: v (i+1)-nim kroku algoritmu uprav soucasnou nejblizsi hodnotu 6" na hod-
notu novou @ po slozkdch ndsledovné:

1) é?rl = arggmaXp (01 ‘y, 9(_1) = éz;l)) = mod {91 ‘Y =Y, 0(_1) = 5271) s
1

2) 6" =argmaxp (02 ]y, 00 = 6", 05 = 63, ....0, =6

= mod {OQ‘Y:y’91:511'+1’93: N;Z;;;---aeJ:éf]}7

J—-1) §3t11 = argmaxp (9J—1 ‘Y =v,0 = §§+1’ BN IEES 5?112, 0, = ézj)

051

= mod [OJ,l ‘Y =vy,0; = éiﬂ, 05 9= é?r_lz?eJ = 07]} )

J) 657" = argemaxp <9J ‘S}’,O(_J) = N?fb)) = mod [GJ ‘Y =v,0; = ééjb)} ‘
J

Konec algoritmu: jakmile rozdil (méreny néjakou vzddlenosti na © ) mezi 0 a 61
bude mensi neZ predem stanovend hranice presnosti. Za 0 zvol posledni @71,

V literatute (viz napt. |(O’Hagan a Forster], [2004, paragrafy 9.36-9.38) se né-
kdy tomuto algoritmu fika také Lindleyova-Smithova itera¢ni metoda. Byla totiz
puvodné predstavena v ¢lanku Lindley a Smith! (1972, zavér ¢asti 4).

Neni nutné davat algoritmu aposteriorni hustotu v presném tvaru, staci az na
multiplikativni konstantu nezavislou na 8 — neprojevi se na maximalizaci. V tomto
algoritmu jsme schopni piesné kvantifikovat miru konvergence pomoci porovna-
vani poslednich dvou iteraci. JelikoZ vypocet vzdalenosti mezi 0% a 81 miize byt
vypocetné narocny, tak se doporucuje pocitat tento rozdil jen pro kazdou K-tou
hodnotu, kde K si zvolime podle ocekavané slozitosti nalezeni maxima.

Nevyhodou vsak zlstava, ze je tento postup aplikovatelny jediné v pripadeé, ze
mame zaruceno, ze je aposteriorni rozdéleni unimodalni. V opa¢ném pripadé by
tento algoritmus nemusel dokonvergovat ke globalnimu maximu, ale pouze k né-
jakému lokalnimu. Bod, ke kterému dokonvergujeme, je vesmés urcen vychozim
bodem 6°, doporucuje se tedy algoritmus spustit pro rtizné po¢ateéni hodnoty
a overit si tak, ze vzdy dojdeme ke stejnému vysledku.
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2.4 Bayesovskd mnohorozmeérna regrese

Ve stézejni casti prace se budeme vénovat modelu bayesovské faktorové ana-
lyzy, ktery, jak se ukédze, je zobecnénim modelu bayesovské mnohorozmérné re-
grese. To pravé z tohoto jednodussiho modelu déla idealniho adepta na pred-
vedeni bayesovskych metod predstavenych v této kapitole. Pozdéji tak budeme

Model klasické linearni regrese modeluje skalarni ndhodnou veli¢inu Y pri
znamém nahodném vektoru parametrit X pomoci linedrni kombinace 8" X a néa-
hodné chyby modelu ¢ s nulovou stfedni hodnotou, tj. ¥ = BT X + . Model
mnohorozmérné regrese modeluje m-rozmérny nahodny vektor Y tak, ze kazda
jeho slozka Y} je modelovana opét jako né¢jakd linedrni kombinace daného regre-
soru X a chybového clenu €; s nulovou stfedni hodnotou:

V;=8/X+¢e;, je{l,....m}.

Kazd4 slozka vak m4 jiné koeficienty B; = (B;0,.-.,B;x)" a jednotlivé skaldrnf
chyby €; mezi sebou nemusi byt nezavislé. Konkrétné vyjadiujeme

By Bro o Bk

Y = B X + e, kdeB=]| : [=] + . |, (25)
~—~ ~—~ ~—~ N~~~
mx1  mx(k+1) (k+1)x1  mx1 +

B Bmo -+ Bk

tedy j-ta slozka vektoru Y je modelovéna jako Y; = ﬂJTX +¢;. Typicky je prvni
slozka vektoru X rovna 1 a piislusné koeficienty ;o tak maji vyznam stfedni
hodnoty Y, za predpokladu, Ze ostatni slozky regresoru X jsou nulové.

O vektoru chyb modelu € = Y — BX budeme predpokladat, ze se ridi m-
rozmérnym normalnim rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a varianéni matici
3 > 0, tedy € ~ N,, (0,,, ¥). Potom rozdéleni vektoru Y pii znalosti vektoru
X je opét mnohorozmérné normalni, nebof BX se povazuje za konstantu, tedy
Y|X ~ N,, (BX,X). Pravdépodobnostni mechanismus stojici za X nés v tomto
pripadé nezajima, predpokladame totiz, ze jeho rozdéleni na B a 3 nezavisi.
Soustfedime se tak pouze na podminéné rozdéleni Y| X.

Budeme pracovat s n nezavislymi dvojicemi nahodnych vektora (Y7, X;), .. .,
(Y., X)) z rozdéleni stejného jako ma (Y, X). Zavedme si nésledujici matice:

Y’ > &l
Y =], X =i E=|i]. (2.6)
nxm YT n><(k+l) XT nxm E;T

Sloupec j matice Y tak obsahuje vSech n dostupnych j-tych slozek vektoru Y;.
Potom dame-li dohromady rovnice (2.5 pro kazdé i € {1,...,n}, tak plati

Y = X B' + E. (2.7)
~—~ ~—~ ~—~ ~—~
nxm nXx(k+1) (k+1)xm  nxm
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Vérohodnost parametriit B a 3 tak ma tvar

n 1 1
PYIXB,S) o [ 1S exp {5 (¥~ BX)TE7 (¥ - BX,)

i=1

. 1
x |X|72 exp {—2ZTr (Y, - BX;) (Y, — IB%XZ)}
=1
_n 1 1 T T T
x |3 2exp{—2TrE (Y-XBT) (Y-XB )} (2.8)

Srovnanim s hustotou (L5) vidime, Ze Y[X ~ Ny (XBT, T, © X). Jak je obecné
zvykem v linedrni regresi, budeme predpokladat, ze X je skoro jisté matice plné
sloupcové hodnosti.

Nyni je na case zapojit do tohoto modelu bayesovsky pristup. Necht tedy
parametry B a X jsou nahodné a jejich apriorni rozdéleni je konjugované k ma-
ticovému normalnimu rozdéleni. To znamend volit B ~ Ny, kr1) (Bo, X @ D)
a X~ IW,, (Q,v), tedy jejich hustoty jsou

m 1 1
p(B|; Bo, D) o< D% |25 exp {_2 TrS (B — Bo)D ' (B — IB%O)T} ,
(2.9)

vV—m—

p(Z(Q,v) x Q] 1|2];exp{—;Tr21Q}.

O hyperparametrech @ = vec (By,D,Q,r) budeme predpokladat, Ze jiz jsou
pevné stanoveny predem, a budeme na né nahlizet jako na konstanty. Déle je
jiz pro zjednoduseni zapisu nebudeme vypisovat do prislusnych hustot.

Dle Bayesovy véty [2| vznikne aposteriorni hustota parametri B a 3 souc¢inem

jejich vérohodnosti (2.8) a apriorni hustoty (2.9)):

n+v+k+1

(B, I|Y,X) x p(Y|X,B,X) - p(B|X) - p(T) < | X7 2 -

exp {—; Tre! [(Y ~XB")' (Y- XBT) + (B-Bo)D"'(B-By) + Q] } .
(2.10)

Vzhledem k tomu, ze pouzivame konjugovaného rozdéleni, tak aposteriorni roz-
déleni je ze stejné rodiny pravdépodobnostnich rozdéleni jako rozdéleni apriorni.

Tvrzeni 4. V modelu bayesovské mnohorozmérné regrese nastinéném vyse plati

B|Y, X, 2 ~ Ny (k1) <1E37 Y [XTX + D—l}_1> a B|Y, X~ W, (¥,n+v),
kde B=(Y'X+BD) [X'X+D] ",
U=Q+Y'Y-B[X'X+D'|B"+BD'By.

Diikaz. Podle dusledku tvrzeni [B7] uvedeného v apendixu plati:

(Y -XBT) (Y- XBT) + (B -Bo)D"'(B—By)" =
- (B-B)[X'X+D| (B-B) -B[X'X+D"'|B" +BD'B] +Y'Y,
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kde B je definovano jako vyse ve znéni tvrzeni. Proto lze (2.10) rozdélit na
1 1 ~ N\ T
p(B, S|Y, X) o |2~ % exp {—2 =~ (B-B) [X'X+D'| (B - B) } :

_n+v

2 exp ;Tr21 [@HYT\Y—@ [XTXJFD*] IﬁaTJrBOIDrlBO} . (2.11)

w

Prvni fddek odpovida hustoté rozdéleni B|Y, X, 3, kterd ve srovnéni s je hus-
totou maticového normalniho rozdéleni s parametry uvedenymi ve znéni tvrzeni.
Druhy fadek se potom vénuje aposteriornimu rozdéleni 3|Y, X, kde rozpozné-
vame hustotu inverzniho Wishartova rozdéleni s ¥ a stupni volnosti n + v.

OJ

Za predpokladu plné sloupcové hodnosti matice X mizeme pouzit také odhad

B*=Y'X (XTX)_ z klasické mnohorozmérné regrese a vidime, ze
B= (B (X'X) +BD ) [X'X+D7] .

Tento bayesovsky odhad je tedy konvexni kombinaci odhadu B* a apriorniho
predpokladu stfedni hodnoty By, podobné jako tomu bylo v piikladé [2|

Na zakladé tohoto tvrzeni jiz mizeme odhadovat a provadét inferenci o pa-
rametru X, nebof jiz zndme jeho marginalni aposteriorni rozdéleni. Pro infe-
renci o parametru B potfebujeme znat aposteriorni rozdéleni B|Y, X jiz nepod-
minéné 3.
Tvrzeni 5. Za znacend zavedeného v turzeni[4) je margindlni aposteriorni rozdélent
parametru B v bayesovském modelu mnohorozmeéerné regrese ddano hustotou

_ntv—m—1+(k+1)
2

p(B|Y, X) ‘\IJ +(B-B) [X'X+D'| (B- @)T

~ -1

tedy BIY, X ~ ty(ks1) (n +rv-m-1B, ¥ e [XTX+ D] )
Diikaz. Pouzijeme tvrzeni [3, kde volime za 8; = B a 6y = X. Podivdme-li se na
sdruzenou hustotu (2.10)), tak vidime, Ze v proménné ¥ pripomind tvaru hustoty
inverzniho Wishartova rozdéleni, srovnej s hustotou (1.9)). Jak snadno urc¢ime,
jedna se o plné podminéné rozdéleni

2IB,Y,X ~ W, |+ (B-B) [X"X+D| (B-B) ,ntv+k+1

W (B|Y,X)

Vidime tedy, Ze onen maticovy parametr W(B|Y, X) stdle zavisi na parametru B.
Proto je treba pouzit za funkci k ve tvrzeni |3 nasledujici funkci

7(n+u+k+l)7'mfl 7(n+1/7mfl)+(k+1)
2 2

k(BIY,X) = [¥(B|Y,X)] = [W(B[Y, X)|
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Jelikoz funkci g je v tomto pripadé libovolnd konstanta, tak dle tvrzeni [3| je
p(B|Y, X)  k(B|Y, X). Nyni jiz srovname tento vysledek s hustotou a uve-
domime si, ze v tomto pripadé jsou rozméry m a k+ 1 a zZe pocet stupnu volnosti
jen 4+ v —m — 1, ktery se musi vyskytnout ve jmenovateli u kvadratické formy
s B. Pocet stupnii volnosti se stale poc¢ita do proporcionalni konstanty, ovsem je
tfeba jej vytknout od W, proto ve znéni tvrzeni pouzivime ————W

n+v—m—1 .

O

Jelikoz jsme schopni odvodit jednotliva margindlni aposteriorni rozdéleni, tak
neni zapotiebi pouzivat MCMC metody. Kdyby vsak nékdo i presto potreboval
sestrojit Gibbstv algoritmus, vyuzil by plné podminénych rozdéleni

~ T -1
B|Y, X, S ~ Ny (i) <IB%,E® [XTX+ D] )

SV, X, B ~ IW,, (\IH— (B—B) [X'X+D"] (B—B) .n+v+k+ 1) ,
(2.12)

jejichz tvar plyne z tvrzeni [f] a dikazu tvrzeni [o]

Ze symetrie normalniho a Studentova rozdéleni plyne, ze odhad B zalozeny
na aposteriornim modu musi byt totozny s tim zalozenym na aposteriorni stredni
hodnoté. Z tvaru aposteriorni hustoty lze také okamzité vidét, ze volbou
B = B doséhneme maxima prvni ¢asti aposteriorni hustoty (vynulovanim expo-
nentu) nehledé na to, jaké je ¥ (lze ovérit i derivovanim, viz tvrzeni bod
vii)). OvSem u parametru X se jiz tyto dva druhy odhadu musi lisit, viz napft.
tabulka [L.I] ohledné rozdilu mezi stfedni hodnotou a modem inverzniho Wishar-
tova rozdéleni. Jelikoz se snazime maximalizovat aposteriorni hustotu a pritom
uz vime, ze B maximalizuje v B pro kazdé X, tak stac¢i maximalizovat hustotu
plné podminéného rozdéleni X|B, Y, X ~ IW,, (¥(B|Y,X),n+ v + k + 1). Proto
odhadem ¥ na zakladé aposteriorniho modu je

W (@‘Y, X) o

~ v
= = kdezto X =
n+v+k+1 n+v+k+1’ ento n+v—2m-—2

je odhad na zdkladé margindlni aposteriorni stiedni hodnoty, viz tvrzeni [4l

Tyto heuristické myslenky lze podpotit derivaci logaritmu aposteriorni hustoty
(logaritmus zachova bod maxima, multiplikativni konstanta z proporcionality de-
rivovanim zmiz{). PouZijeme tvrzeni [A5[body iv) a vi) pro symetrickou pozitivné
definitni matici ¥ nasledovné

dlog p(B, £|Y, X)
o0x

) <_n+u+k:+1

= 2% ; log | %] — ;Tr21111 (B|v, X))

B=B
= —WFV;M (257" — diag X7") + ; 257 wE ! — diag (Z7'wn )]

Chceme najit 3 jako takovou hodnotu, kterd nuluje tuto derivaci. Lze si jednoduse
uvédomit, ze jak mimo diagonalu, tak na ni je tfeba splnit rovnici

n+v+k+1)E 1 =21on!

z Geho# uz jasné plyne, ze musi & = ¥/(n + v+ &+ 1).

30



3. Bayesovska faktorova analyza

Nyni jiz mame vSe pripraveno a miuzeme zacit s modelem bayesovské fakto-
rové analyzy. V této kapitole se podrobnéji podivame na model klasické faktorové
analyzy, ktery byl predstaven v samotném tvodu. Postupné aplikujeme metody
uvedené v predchozi kapitole a ziskame tak bayesovské metody odhadu tohoto
modelu, a to za riznych predpokladi apriorniho rozdéleni. Ukazeme si také jed-
noducha zobecnéni tohoto modelu.

3.1 Faktorova analyza

Zamérme se nejprve na klasicky model faktorové analyzy, ktery byl predstaven
v tvodu. O samotné faktorové analyze byla napsana celd fada odbornych knih
a clanku (viz Harmann, |1976), zde se vSak omezime na definici modelu a hlavni
problémy, které je treba pfi jeho odhadu Tesit.

Snazime se rozlozit m-rozmérny vektor Y na soucet tii jinych vektori dle

rovnice (|1)). Prvni slozkou je vektor g popisujici stfedni hodnotu p = EY.
Dalsi ¢ast tvori m linedrnich kombinaci k latentnich (nam skrytych) faktort
F = (F,...,F,)", kde k je mnohem mens{ neZ pocet slozek m pozorovaného

vektoru Y. Tyto linearni kombinace jsou plné popsany matici faktorovych za-
tézi A. Zbylou ¢asti tohoto rozkladu je vektor ndhodné chyby e, ktery vyjadiuje
odchylku Y od naseho predpokladaného modelu.

Pro j-tou slozku vektoru Y plati Y; = p; +A;-|—F+5j, kde AT = (Ay,..., An),
tedy fadek A; matice zatézi udava linedrni kombinaci latentnich faktort, kterd
spolu se stfedni hodnotou p; tvori zaklad veli¢iny Y;. Jednotlivé zatéze \;; pak
udéavaji, jakym zpiisobem a jak moc prispiva [-ty faktor F; do j-té slozky Y.

Vidime zde tak velkou pfibuznost s modelem bayesovské regrese, viz ¢ast [2.4]
Pokud zvolime vektor regresorit X = (1, F")" a slou¢ime nezndmé parametry
p a A do matice B = (u, A), tak lze rovnici rozkladu faktorové analyzy prepsat
nasledovné

Y=p+AF +e=BX +e.

Zasadnim rozdilem oproti modelu bayesovské regrese je ten, ze nezndme hodnotu
regresoru X, nezname vlastné ani jeden ze tii vektort, na které Y rozkladame.
Snazime se odhadnout jak parametry p a A, tak i samotné faktory F'. Cilem
je zredukovat informaci obsazenou v m slozkdch vektoru Y na k faktorl, na
nichz lze posléze stavét dalsi modely a provadét hlubsi analyzy. Tato metodika
je hojné vyuzivana v psychologii, kde slouzi k definovani abstraktnich (ne ptimo
méfitelnych) velicin.

Priklad 3 (Politicky kompas). V predvolebnim obdobi byva velkym hitem tak-
zvana politickd kalkulacka & politicky kompas. Castym modelem pro politické
rozhodovani volice je model faktorové analyzy zalozeny na dvou abstraktnich ve-
licindch (latentnich faktorech): mira ekonomické svobody (déleni na levici a pra-
vici) a mira osobni svobody (déleni na konzervativitu a liberalitu). Tyto miry
vsak nelze na clovéku piimo zmérit, 1ze je pouze otestovat. Nerozhodnuty voli¢
dostane sadu m (fada desitek) politickych prohldseni ¢i ndzoru a jeho tkolem je
na zvolené $kale odpovédét, do jaké miry s timto vyrokem souhlasi. Skéla mize
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byt zavedend od elementarni irovné (nesouhlasim, nevim ¢ souhlasim), az po
¢iselnou (napft. mezi 0 a 100). Poté, co voli¢ vyplni dotaznik, jsou jeho odpoveédi
zpracovany a kalkulacka mu spocte jeho miry ekonomické a osobni svobody, které
zakresli jako souradnice do obrazku. Miuze svoje vysledky porovnat s tim, jak by
v tomto testu dopadly jednotlivé politické strany, a miize se tak 1épe rozhodnout,
komu dat sviij hlas. Ukdzkou takového vystupu je obrézek [3.1], kde muzeme vidét
hodnoty obou skrytych faktort nejen nejsilnéjsich politickych stran v roce 2017,
ale také prvnich t¥f prezidentt Ceské republiky.

Mizeme tak tento problém napasovat piimo na model faktorové analyzy se
dvéma skrytymi faktory F = (Fy, F5). Odpovéd na j-tou otdzku Y; dle modelu
faktorové analyzy vznika z obecné stiedni hodnoty odpovédi p;, dale predevsim
konkrétnimi faktory, jejichz vztah k Y} je popsdn pomoci faktorovych zatézi A; =
(Aj1, Aj2), a také chybou modelu ¢;. Ta vznikd jedine¢nosti nazorti a specifikami
kazdého cloveka, které nemusi ve vsech smérech dodrzovat predepsanou zavislost
na mirach svobod. Kalkulacka musi na zakladé historickych dat spocitat odhady
parametri g a A a s jejich pomoci urcit odhady Fia B skutec¢nych mér svobody
F1 a FQ.

O

3.1.1 Predpoklady a interpretace

Ujasnéme si zakladni predpoklady modelu faktorové analyzy, které jiz byly
naznaceny v uvodu. Aby parametr g byl jednoznacné urcen, tak musime pred-
pokladat nejen nulovou stfedni hodnotu chyby modelu (Ee = 0,,), ale i nulovou
stfedni hodnotu faktort (E F = 0y). Latentni faktory Fi,..., Fj budou normo-
vané na jednotkovy rozptyl a navzajem nekorelované, tj. var F' = T. Typicky se
predpoklada, ze ndhodné chyby modelu €4, . . ., &, jsou mezi sebou také nekorelo-
vané (nynf uz vSak ne nutné normované), tedy vare = ¥ = diag (07, ...,02,). Poz-
déji si ukazeme, ze predpoklady vnittni nekorelovanosti lze uvolnit. Nekorelova-
nost faktort F' a chyby € vSak budeme predpokladat vzdy, tj. cov(F',€) = OQgxpm-
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Obréazek 3.1: Miry ekonomické a osobni svobody prvnich tif prezidenti Ceské re-
publiky dle politického kompasu pro volby na podzim roku 2017 (zdroj internet).
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Predpokladame-li navic i normalitu F' ~ Ny (0y, 1) a € ~ N,, (0,,, X), tak jsou
F a e dokonce nezavislé a vysledny vektor Y je téz normalné rozdéleny.
Z téchto predpokladu lze odvodit varian¢ni strukturu samotného vektoru Y:

Y :=varY =var(AF +¢) = ALA"+Z4+ A0 +Opsx AT = AAT+3. (3.1)

Pri predpokladu normality tak dostavame Y ~ N,, (/,L,AAT + E), nebot nor-
malni rozdéleni je plné specifikovano svymi parametry stfedni hodnoty a rozptylu.
Vidime, ze pii diagonalni ¥ dostaneme nekorelované slozky Y; a Y;, kde j # [,
pouze tehdy, kdyz )\]T)\l = 0, tedy pokud jsou na sebe prislusné faktorové zatéze
kolmé. Rozptyl j-té slozky pak ma tvar v;; = varY; = /\JT)\j + 0]2-. Césti variabi-
lity vysvétlené pomoci faktori: h? = )\]T)\j se tikd komunalita, zbylé nevysvétlené
césti o7 se fké specificky rozptyl.
Podobné se Ize podivat i na vzajemnou kovarianci mezi vektory Y a F':

cov(Y,F)=cov(AF +¢,F) = Al + O = A (3.2)

Faktorova zatéz A;; tak dostavd vyznam kovariance mezi méfenou veli¢inou Y
a skrytym faktorem Fj. Pokud bychom zajistili, ze pro kazdé j € {1,...,m} by
varY; = v;; = 1, pak by dokonce \;; mélo vyznam korelace mezi Y; a Fj, tedy
A = corr (Y;, Fy). Obecné vSak plati

.
Al/:varyl :[diag(AD\l+a$,...,A;Am+a;)}_%A

corr (Y, F) = [ | X
= |diag Y| 2 A.

AL ar Y,

Za predpokladu normality potom plati, ze

Y - AAT+S A
~ Nm+k 0m+ka
F AT I,

Z vlastnosti (|1.4) normélniho rozdéleni pak muzeme vyjadrit podminéné rozdéleni

FIY — p~ N, (AT [AAT+2] (Y —p) L - AT [AAT 48] A> . (33)

Této vlastnosti se potom pouziva k odhadu skryté hodnoty faktortt F' pomoci
podminéné sttedni hodnoty F' prti znalosti Y, kam za p, A, 3 dosadime spoctené
odhady.

Uvédomme si, Zze pokud u ndhodnych velic¢in Y; zménime méritko na ¢;Y;, kde
¢; jsou znamé konstanty, které tvoii diagonalni matici C = diag (cy,. .., cn), tak
tyto veliciny opét splnuji predpoklady modelu faktorové analyzy:

Yc=CY =Cu+CAF + Ce.
-~ -~

ke Ac €

Chyba ec ma opét nulovou stfedni hodnotu a diagondlni rozptylovou matici
varec = CXC. Faktory F zustavaji stejné a jsou stale nekorelované s ec.
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Jak jiz bylo naznaceno v uvodu, rozklad neni jednoznac¢ny. Uvazme libo-
volnou ortonormalni matici G € R¥** tedy matici s vlastnosti GG = I;,. Potom
lze také zapsat, ze

Y=p+AlLF+e=p+AGG'F +e.

=

A* F*
Jednoduse se lze presvédcit, ze F* ma nulovou stfedni hodnotu, jeho rozptylova
matice je rovna GI,GT = I a je stéle nekorelovany s €. Tedy jakékoliv volba
ortonormalni G je matematicky spravna, ovsem kazda pracuje s jinym vektorem
faktoru F' a také jinymi vztahy mezi F' a Y. Aplikuje-li tak faktorovou analyzu
vicero lidi, tak kazdy muze dojit k jiné interpretaci vysledki.

Matice G reprezentuje néjakou rotaci v k-rozmérném prostoru. Typicky se
model odhadne pro néjakou konkrétni rotaci a pro interpretaci se nasledné zvoli
takova rotace G, kterd spliuje néjakou predem stanovenou vlastnost. Hojné po-
uzivanou rotaci je rotace typu varimazx. Jedna se o ortonormalni matici G maxi-
malizujici soucet pres vsechny sloupce AG ,odhadi rozptyli“ druhych mocnin
nové vzniklych faktorovych zatézi v ramci uvazovaného sloupce. Tento postup je
lépe zirejmy z matematického zapisu

k m m
G — argmax [1 S (AG), — (1 Z(AG)j,)] |
GGGT=l, 1= | ™M ;5 mi=
Vysledkem této volby je takova rotace, kdy vysledné faktorové zatéze )\ﬁrima"
jsou bud velmi blizké nule (veli¢ina Y; je téméf nekorelovana s faktorem F), nebo
naopak velmi vysoké (je zde silna korelace mezi Y; a F}). Velic¢ina Y; je pak vysoce
korelovana s co nejméné faktory a faktory jsou vyznamné korelovany s vybranymi
veli¢inami Y; a pritom minimdlné s ostatnimi. Nejcastéjsi interpretaci tak casto
byva rozdéleni slozek vektoru Y na skupiny podle toho, s jakym faktorem jsou

nejvice korelovany.

Varimaxova rotace ale neni jedinou pouzivanou moznosti. Dale napriklad ro-
tace quartimaz je dana ortonormalni matici takovou, ktera minimalizuje pocet
faktort nutnych k vysvétleni jednotlivych slozek vektoru Y. Rotace equimaz je
pak kompromisem mezi rotacemi varimax a quartimax.

Déle existuji i krivé rotace, které maji opét hezké interpretacni vlastnosti.
Nicméné se jiz nejedna o ortonormalni matice, a tedy je tfeba mit na paméti,
ze se zde miuze vytratit nekorelovanost jednotlivych slozek F' ¢i jejich jednot-
kovy rozptyl. Prikladem jsou rotace oblimin ¢i promax. Vice o téchto metodach
viz (Harmann, [1976)).

3.1.2 Odhad modelu faktorové analyzy

Model faktorové analyzy budeme odhadovat za pomoci ndhodného vybéru

Y:,...,Y,, tedy n nezavislych ndhodnych vektorti ze stejného rozdéleni daného
predpokladanym modelem. Za témito vektory stoji latentni ndhodné vektory
Fy,...,F,aeq,..., e, Zavedme si nasledujici znaceni:
Y, F 2
Y = 7 F= : E =
Y, F] €



Potom lze model faktorové analyzy zapsat v maticovém tvaru

Y =1, u' + F AT+ E . (3.4)
~—~ \ , N~~~ ~—~
nxm nxl 1xm nxk kxm nxm

Pouzijeme-li znac¢eni B = (u,A), X; = (1,FT)T a X = (1,,F), tak lze prepsat
rovnici do tvaru modelu mnohorozmeérné regrese . Ovsem pripominame,
ze nyni je zde rozdil v tom, ze matici F nezname.

Za predpokladu normality po vzoru rovnice plati, ze

n ].
p(Y|F, pu, A, 3) o | 2|2 exp{—2 Trt. (3.5)
. (\y —1.p" — IE*AT)T (Y —1pu — IFAT)} ,
. 1
P(Y[X, B, £) o |£] % exp {—2 = (Y-xBT) (Y- XIB%T)} . (3.6)

Jelikoz za predpokladu normality také plati, ze rozdéleni Y nepodminéné znalosti
F je N, (p, Y), tak lze také psat, ze

p(Y|p, ) o |X] 7% exp {—; Ty (V- 1n,uT)T (Y- 1n,f)} . (37

Pouzijeme-li dodatecny rozklad uvedeny v dikazu dusledku tvrzeni [B7] pro B =
pa X = 1,, tak dostaneme, ze g’ = (1)1,)7'1'Y = %IZY (tedy praméry
jednotlivych sloupct matice Y), a také dostaneme, ze vérohodnost p(Y|w, Y) je
proporcionalni vyrazu
n 1 1
7| % exp {—2 Ty |vT <11n - 1n1;) Y4+ (p— ) (p — ﬁ)q } .
n
Odtud je vidét, Ze maximélné vérohodny odhad p je tvoren pravé aritmetickymi
pruméry g =: Y, nehledé na to, jaky je nas odhad Y. Pro maximalizaci tohoto
vyrazu v proménné Y nejprve logaritmujme:

1 1
log p(¥|pa = 2, ) o = log || — S Tr Y1y (]In - 1n1§) Y.
n

Posléze za pomoci tvrzeni [A5] derivujme podle pozitivné definitni matice:

0 ~ n 1 . —1
a—,rlogp(Ym =nY)= —5 [QT — diag (T )} +
1 1 1
-, {QT—WT <]1n - 1n1;) YY ! — diag (T—lw <Hn - 1n1;) Y'I“l)] |
n n

Aby tento vyraz byl roven nulové matici, je treba zajistit, aby jak mimo diagonalu,
tak na ni byla splnéna rovnice

1
TLT_I = T_IYT (Hn - ]-n]-;Lr) YT_17
n
z ¢ehoz uz je ziejmy klasicky odhad varianéni matice
= 1 1 1 & - —\T
Y- -yT (Hn—lnf)\y: Y,-Y,) (Y- Y,
. oLl > (Yi-Y.) (Y-Y.)

ni4
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Tabulka 3.1: Hodnoty Ledermannovy meze ¢(m) pro pocet faktoru k pro rizna m.

m 3 6 15 21 36 45 66 78 105 120 153 210 276 300

¢(m) 1 3 10 15 28 36 55 66 91 105 136 190 253 276

m/3 1 2 5 7 12 15 22 26 35 40 51 70 92 100

ktery se pouziva i bez nutnosti predpokladu normélniho rozdéleni.
Chceme-li tedy nalézt maximalné vérohodné odhady matic A a 3, tak musime
najit takovy rozklad odhadu Y, aby platilo

YT=AAT+3. (3.8)

To znamena splnit %m(m + 1) rovnic ('/f je symetrickd matice, tedy se staci
soustredit na jeji horni trojihelnikovou ¢ést). Pocet nezndmych parametri je pii
predpokladu diagonalni matice ¥ roven m(k + 1) (mk za A a m za X). Bekker a
ten Berge| (1997) ukézali, Ze pokud je pocet faktort k nizsi nez tzv. Ledermannova
mez ¢(m), tj.

_2m+1—8m+1 0gk<m

k< ¢(m)= 5 m+k < (m—k)? (3.9)

pak pro skoro vsechny dvojice A a X je 3 globalné identifikovatelnd, tj. existuje
jediné Teseni takové, ze 0 < X < Y a rank(Y — X) < k.

K tomuto omezeni se lze také dopracovat za dodatecného predpokladu, ze
ATXA je diagonalni matice, coz dévd dalsich $k(k — 1) podminek, které¢ v jistém
smyslu zajisti jednoznacnost rozkladu. Aby existovalo presné reseni, je treba, aby
pocet podminek byl roven poc¢tu parametri, tj.

mk+1) = ;m(m 1)+ ;k:(k: _)

2mk +2m = m*4+m+k* —k
m+k = (m—k)?
0 = K —k@2m+1)+m?—m.

Odtud uz je vidét, ze vzhledem k predpokladu k < m musi byt k& = ¢(m).
Ovsem toto numerické feseni nemusi byt v souladu se statistickou interpretaci,
nebof mize nastat, Zze v nalezeném rozkladu budou zaporné odhady diagonalnich
prvki matice . Bude-li existovat vicero Teseni, zvolime néjaké pripustné z nich.
Neexistuje-li, je tfeba se uchylit k aproximativnim metoddm. V tabulce mu-
zeme vidét, ze Ledermannova mez pro m = 6 je ¢(6) = 3 (tedy maximdlné
polovina z puvodniho m), pro m = 120 jiz je ¢(120) = 105 (tedy maximélné 7/8
z puvodniho m).

Obvykle se nejprve vstupni matice Y centralizuje a standardizuje, tedy se

—_— -1 —~
pracuje s matici Y* = ( n— %1,11;) Y (diag T) . Tim je zarudeno, ze Y* =

(diag T)ig Y (diag /f) 2 je odhadnuté korela¢n{ matice vektoru Y a odhadnuté

~

Aj; pak maji vyznam odhadu korelace veli¢iny Y; a faktoru Fj. Lze vyuZzit metody
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hlavnich komponent k rozlozeni Y na dve pozitivné definitni matice, z nichz jedna
nese podstatnou cast informace obsazené v datech, ta druhd pouze predstavuje
zanedbatelnou odchylku. Za onu podstatnou ¢ast se povazuje za AAT a za dia-
gonalni 3 se povazuje dopocet do 1, co chybi na diagonale AAT. Existuje cela
fada dalsich metod, pomoci kterych lze nalézt onen rozklad (3.8)) (alespori apro-
ximativné), ovSéem neméame zde prostor pro jejich rigorézni provedeni, chceme se
totiz predevsim vénovat bayesovskym metodam odhadu.

Jednim z hlavnich problému je déle urceni poctu faktori. Pred spusténim
téchto klasickych procedur se totiz musime sami rozhodnout, jaky je pocet fak-
tort k. Jsou pripady, kdy muzeme predpoklddat dany pocet faktoru (jako napii-
klad v prikladé . V takovém pripadeé si jesté pred sbérem dat mizeme zajistit,
aby pro toto k pocet méfenych velicin m spliioval Ledermannovu mez (3.9)). V pii-
kladé [3| to znamend do dotazniku zvolit alesponi 5 = [¢~1(2)] otdzek, oviem ¢im
vice otazek, tim lépe dokazeme podchytit skryté latentni faktory. Pokud vsak
nemame predem jasnou predstavu o poctu faktoru a jde nam naptiklad jen o re-
dukci dat, tak miizeme zvolit k dle nékterého z celé rady dostupnych kritérii. Ty
jsou vesmés zalozené na stejném principu jako doporuceni poc¢tu hlavnich kom-
ponent. Neékolik takovych metod je predstaveno v posledni kapitole, kde jsme
nékteré tyto metody pouzili v simulacnich studiich. Prakticky se vyplati zku-
sit odhadnout model pro vicero poctu faktoru a pak si vybrat ten pocet, ktery
se da podlozit rozumnou interpretaci. V kapitole |4 si predstavime bayesovskou
metodu, ktera tento problém fesi povazovanim poctu faktori k£ za nahodny pa-
rametr modelu, ktery pak dale odhadne na zakladé MCMC metod jako ostatni
parametry.

3.2 Bayesovska specifikace

Nyni opustime klasické metody faktorové analyzy a pustime se do bayesovské
specifikace modelu. V predchozi ¢asti jsme se jiz potkali s vérohodnosti ,
kterd bude tvorit zaklad aposteriorni hustoty. Nyni vsak musime prikrocit k spe-
cifikaci apriorniho rozdéleni. To 1ze provést riiznymi zptusoby, my se zde zamétime
predevsim na jednu specifikaci. V ¢asti se seznamime s dalsimi moznymi vol-
bami a vysvétlime si rozdily.

3.2.1 Apriorni rozdéleni

Zde vyjdeme z teorie konjugovanych rozdéleni (¢ast , ovsem nebude se
jednat ptimo o rozdéleni v souladu s definici 2] VyuZijeme jen poznatku o vhod-
ném rozdéleni pro parametr polohy a parametr rozptylu maticového normalniho
rozdéleni. Apriorni rozdéleni parametri B a 3 zavedeme jako v modelu bayesov-

ské regrese 2.4] viz rovnice ([2.9), tj.
B|X ~ Nix(+k) (Bo, Z®@D) a X~ 1W, (Q,v),

kde By, D, Q a v jsou hyperparametry.
Déle se jiz na B nebudeme divat jako na uceleny parametr, ale budeme pra-
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covat zvlast s pu a A. Necht hyperparametr rozptylu D lze blokové rozdélit na

doo OF

0, Dn

Pro parametry p a A tedy predpokladame apriorni nezavislost. Konkrétné tedy
predpokladdme, ze p|X ~ N, (fo, do o) a A|E ~ Nk (Ag, £ @ Dyy) jsou ne-
zavislé, tomu odpovidaji nasledujici hustoty:

(e, A|X5 o, A, D) = p(p|X; o, dop) - p(A|X; Ag, D1y), (3.10)
_m _1 1 _
P([3; po, doo) o< [doo|™ 2 [5]72 exp {_Q(M — o) [dooX] " (- .Uo)} )

m ].
P(A|S; Ao, Dt o Dyt |~ 5|25 exp {—2 TrS (A — Ag)D (A — AO)T} .

Pro parametr 3 budeme stejné jako v bayesovské mnohorozmérné regresi pred-
pokladat, ze 3 ~ IW,, (Q, v), to znamend apriorni hustotu

v—m-—1

PEIQ. ) x Q7 F 2] e {2 T (3.11)

Tedy dale jiz vSe odvozujeme pro obecnou 3 > 0. Pokud bychom se drzeli kla-
sického predpokladu diagonality matice 3, pak bychom uvazovali, Ze diagonalni
prvky o;; ~ IWy (g4, v) pro kazdé i € {1,...m}.

V souladu s predpoklady klasického modelu faktorové analyzy budeme pred-
pokladat, ze ndhodny vektor faktori F' pevné daného rozméru k pochazi z nor-
movaného normalniho rozdéleni, tj. F' ~ Ny (0, ;). Apriorni hustotu vsech n
skrytych vektort F; tak lze zapsat ve tvaru

p(F) o< exp {—; TrIF]FT} . (3.12)

Budeme predpokladat, ze tyto faktory jsou rozdéleny nezavisle na parametrech
pn, A a 3. Potom lze zapsat apriorni hustotu vSech parametri ve tvaru

p(F, p, A, X) = p(F) - p(p|X) - p(A[Z) - p(X)

k+1+v

1
x |37 2 ~exp{—2 TrIFIFT}~

e {3 TS (1 — o)k — o)+ (A~ ADi (A — A)” + @]}
(3.13)

Konkrétni hyperparametry gy, Ay, doo, D11, Q a v volime na zédkladé metod
predstavenych v c¢asti 2.2.3] Jelikoz na né dale nahlizime jako na pevné volené
konstanty, tak je pro prehlednost zapisu jiz nebudeme vypisovat v pouzivanych
oznacenich hustot. Volbu dy, (1) =0a ]Dl_l1 = Qg lze povazovat za neinformativni
apriorni rozdéleni (¢ast parametru p ¢i A. Ovsem pro dalsi vypocty budeme
predpoklddat informativni rozdéleni parametri p a A, tj. d; o>0aD >0.
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3.2.2 Aposteriorni rozdéleni

Pomoci Bayesovy véty 2| ddme dohromady vérohodnost (3.5)) a apriorni hus-
totu (3.13) a ziskdme tak aposteriorni hustotu parametri modelu. Plat{ tedy

p(F, po, A, E[Y) o< p(Y|F, 1, A, 3) - p(F, p, A, X)
n v 1
o || exp{ _ Q(TrIFIFTJr (3.14)
LTre { (Y= 1" —FAT) (Y= 1,47 —FAT) +

+ (1= o) — o)+ (A= A (A = M)+ )}

Nejprve se na tuto hustotu podivejme jako na funkci jednotlivych neznamych
parametri, abychom mohli urcit jejich plné podminéna rozdéleni.

Tvrzeni 6. V modelu bayesovské faktorové analyjzy nastinéném viyse pro plné
podminénd rozdéleni parametru F, p, A a 3 plati

FIY, 1AL S ~ N (B, A, E), L @ [ATS A+ 1] ),
A ALE ~ Ny (B(F,A)E [0+ dg] )
A‘Ya ]Fa K, 3~ mek (K(Fv ,Ll,>, Y® []FTF + Dfll} _1> )
S|V, F,p, A ~ W, (B(F, u, A)yn+v+k+1),
kde
F(u A D) = (Y- 1,4 ) STA[ATS A+ L]

-1

a(F, A) = : +”d00 (Y _ AF) X doﬁ&é% v TILYTL“ y TIZFTlm
[( ~ 1) "F 1 ADy} [FTF + D;f]‘l
= [AAFTF + ADy [FTF+ Dy,
Ayv=(Y-1 T) F(F'F) L pokud FTF > 0,

U(F pA) = (Y -1 FAT) (Y- 1,p" —FAT) +
+ (1= po)do (e — o) + (A = Ag)D (A — Ag) T +Q
= (— [(F, A)) (n+dyg) (e — A(F, A)) "+
+ (A-A®) [FTAF + D] (A-A®) ' -
— A(F) [FTAJF + D | A(F) -
— (n? — y,odg’(l]) (n + daé)_l (n? — uodaé)T +
+ Y'Y + podyopg + AoDi Ay + Q,
A(F) — (YTAdIE‘ + AD; + podgy (n+dgh) nFT) [FTAF +Dp]
1

Ay=1, — 71 1)
+dg
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Diikaz. Zékladem zde bude divat se na aposteriorni hustotu (3.14)), kterou lze
zkratit na tvar

nt+vt+k+1
2

1
p(F, A, 2IY) o |3 exp {—2 (TrFF™ + Tr S~ 9 (F, . A))} ,
jako na funkci pravé zkoumaného parametru, viz rovnice (2.4)).
Zacneme nejprve s parametrem X. JelikoZ Tr FF ' nezavisi na 3, miiZeme ex-
ponencialu rozdélit a tuto ¢ast skryt do proporcionality. PIné podminénd hustota
parametru X pak ma tvar

n+v+k+1
2

P(SIY,F, p, A) o |5 exp{—;TrEI\Il(]F,u,A)}, (3.15)
ktery nam pripomina tvar hustoty inverzniho Wishartova rozdéleni, viz , kde
maticovym parametrem je W(F, u, A) a pocet stupii volnosti je roven n+v+k+1.

Pro obdrzeni plné podminénych rozdéleni parametrt g a A je tfeba vhodné
rozlozit matici W(F, p, A). Rozklad uvedeny ve znéni tvrzeni obdrzime pouzitim
tvrzeni [B§ pro p nésledovné:

X:]_n,B:[.L,IBOZ[,LQ,(ﬁ:d&o,Z:F,C:A,CO:Ao,‘I’:DH.

Dostaneme tak rozklad W(F, pu, A), kde (p — ) (n + da(l)) (w— )" tvoii jeho
stézejni ¢ast. Pro zkraceni zapisu zde pouzivame g = fi(FF, A) definovany vyse.
Vsimnéme si, ze zbytek rozkladu W(IF, p, A) jiz nezavisi na p. Plné podminéna
hustota parametru g tak ma tvar

1 _ N _ .
P A E) xexp { =S TeE ™ (u = ) (n+ o) (0 — )}

-1 (3.16)
ocexp{—;(p,—ﬂ)T[ L 2] (IJJ—IAU}a

n—l—daé

coz pripomind tvar hustoty (|1.2)) vektorového normélniho rozdéleni s parametrem
-1
sttedni hodnoty f a rozptylu X {n +dy, (ﬂ :
Prohodime-li pfi pouZiti tvrzeni [B§ vyznamy B a C nasledovné:
X=FB=ABy=Ayg, =D, Z=1,,C=p, Cy = py, ¥ = dyy,

tak dostaneme rozklad W(F, u, A), jehoz stézejni Casti je
~ AT
(A=A)[FF+Dy| (A-A)

kde A je zkratkou pro A(F, p) definovaném ve znéni tvrzeni. Podobné jako tomu
bylo u p, zbytek rozkladu by nezavisel na A, a proto ho lze pri ziskavani plné
podminéného rozdéleni zanedbat. Dostavame tak plné podminénou hustotu pa-
rametru A

P(A[Y,F, 1, ) o exp {—; = (A-A) [FF+D;/] (A- A)T} (3.17)

kde rozpoznavame hustotu ([1.5)) maticového normalniho rozdéleni s parametry A
-1
a2 [FF+Dy| .
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Urceni plné podminéného rozdéleni parametru F zacnéme tak, Ze z matice
W(F, u, A) zanedbejme scitance nezavisejici na F (skryji se v proporcionalité).
V exponencidle aposteriorni hustoty tak zbyde pouze stopa z matice

[FAT = (Y = 1,7)| = [FAT — (Y - 1,7)] +FE.

Pouzitim tvrzeni[B7, kde X =F, C=AT, A=Y - 1,u", ¥ =271 B = 0,4,
D = I, dostaneme, ze

[FAT — (Y~ 1,u7)] =7 [FAT - (Y -~ 1,u7)] +FFT =

—(F-F)[ATS7A+L) (F-F) —F[ATS A+ L|F + Y'Y,
(3.18)

kde F je zkratkou pro ]BA"(;L,A, 3)) definovaném ve znéni tvrzeni. Jelikoz v roz-
kladu (3.18) se vyskytuje F pouze v té prvni ¢dsti, mizeme plné podminénou
hustotu prepsat do tvaru

p(FIY, 1, A, %) o exp {—; T (F—F) [ATS A +1,] (F - F)T} C(3.19)

ktery odpovida tvaru hustoty (1.5)) maticového normdlniho rozdéleni s parametry
. -1
Fal,® [ATSIA+IL] .

O

Vidime, ze @ a A jsou opét konvexni kombinaci apriorni stfedni hodnoty g
a Ay a odhadt z klasické statistiky, které predpokladaji, ze druhy z parametr
je pevny a znamy. OvSem nejednd se marginalni aposteriorni stfedni hodnoty,
nybrz o stfedni hodnoty plné podminéného rozdéleni. Proto je nelze povazovat
za bayesovské odhady prislusnych parametri.

Toto tvrzeni @ pozdéji (¢ast pouzijeme ke konstrukeci Gibbsova algoritmu,
pomoci kterého muzeme dosahnout generovani z aposteriorniho rozdéleni. Od-
hady pak zalozime na zédkladé takto provedené simulace. Ukazme si ale nejprve,
pro¢ v tomto modelu nemtizeme pouzit odhadu parametrii pomoci marginalni
aposteriorni sttedni hodnoty.

3.2.3 DMarginalizace aposteriorniho rozdéleni

V casti jsme si ukazali, ze zakladnim bayesovskym odhadem jednotli-
vych ¢asti @; parametru 6 jsou marginalni aposteriorni stfedni hodnoty E [0,|Y].
K tomu je zapotfebi umét jednoduse spocitat onen integral fq. 0;p(0;y)d0;.
Tomu se 1ze vyhnout napriklad tim, ze marginalni aposteriorni rozdéleni je jedno
ze znamych rozdéleni. Ukazme si, ze v modelu bayesovské faktorové analyzy zadna
hezka znama marginalni aposteriorni rozdéleni nevystupuji. Budeme se drzet po-
stupu predstaveného v casti ktery spociva v postupném integrovani jednot-
livych parametra z aposteriorni hustoty, dokud nezbude marginalni aposteriorni
hustota jediného parametru. Nejprve budeme integrovat podle ¥, potom odstra-
nime parametr stfedni hodnoty g a nakonec i A. Dostaneme tak marginalni
aposteriorni hustotu F, kterou vsak jiz nebudeme schopni klasifikovat do zadné
rodiny béznych rozdéleni.
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Integrujme tedy nejprve aposteriorni hustotu dle 3. Dle tvrzeni@ je plné
podminéné rozdéleni tohoto parametru inverzni Wishartovo s hustotou .
Podle tvrzeni [3|mizeme tuto ¢ast z aposteriorni hustoty vyintegrovat, je ale tieba
zachovat ¢i pridat multiplikativni konstanty zavislé na zbylych parametrech g, A
a [F. V hustoté inverzniho Wishartova rozdéleni vystupuje oproti jesté
navic determinant prislusného maticového parametru, kterym je v tomto pripadé
W(F, pu, A), jenz kvili zavislosti na zbylych parametrech nesmi byt vynechén.
Proto dle tvrzeni 3| je hustota rozdéleni F, pu, A|Y rovna

_ (n+v+k+1)—(m+1)

1
p(F, p, A]Y) o exp {—2TrmFT} W (F, , A))| : . (3.20)

Nyni pouzijme rozklad matice ¥ (F, pu, A) uvedeny v tvrzeni @ Zkratme tento
zépis pomoci zbytkové matice U(F, A) nasledovné:

U(F, 1, A) = (= i) (n+dgp) (n— )" + U(F, A). (3.21)

Potom 1ze pro vypocet determinantu pouzit Sylvestrovo pravidlo ii) a dosta-
neme tak, ze

(@ (F, p, A)| = [UF,A)] (L+ (n+dyg) (n— )" [UFA)] (1 - ).

Tento tvar jiz zac¢ina velmi pripominat zaklad hustoty vektorového Studentova
rozdéleni . Uvédomme si, ze p je m-rozmérny vektor, tedy pocet stupni
volnosti bude v* = n + v + k — 2m, aby byl determinant umocnén na zlomek
s Citatelem v* +m =n+v+ k —m. Tedy

_n4vtk—m _n4v+k—m
|‘I’<IF’IJ’7A>| ? = |U<]F7 A)| 2 ’
1 71/*;”1
o ) e T | PP (3.22)
v v*(n + dgy) ’ S

Vidime, ze druha ¢ast vyrazu (3.22)) tvori zéklad hustoty rozdéleni

1
)

K dplnému doplnéni hustoty ((1.11) je zapottebi dodat

%QAMEM,

N

1

. _U(RA
V*(n—l—daé) ( )

Y

na v*, n a dg o vSak nahliZzime jako na konstanty, proto staci pouze determinant
matice U(FF, A). Pouzijeme opét tvrzeni|3[na hustotu ([3.20]), kam dosadime ({3.22))

a kam priddme |U(F, A)|*2, dostaneme tedy hustotu rozdéleni F, A|Y:

_nd4v+k—m—1

1
p(F, A[Y) o exp {—2 TrIF]FT} UGF, A (3.23)

Nyni zbyva integrovat uz jen parametr A. Rozklad matice W(F, p, A) z tvr-
zen{ [6] ddle naznacuje, ze zbytkova matice U(F, A) definovand rovnici (3.21)) lze
rozepsat na

UF,A) = (A - AF)) [FTAF + D] (A-A(F) +QF), (3.24)
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kde Q(F) obsahuje zbytek rozkladu matice W(F, i, A), ktery po nékolika tpra-
vach nabyva nasledujictho tvaru:

1 nd — T
_ T L T 0,0 B B CIAT
Q(F) = Q+Y (]In n1"1"> Y+ — o (ko= Y) (o= Y) +AoDi{ A

— (VF + ADy) [FTAF + D] (VE+ADy) , (325)

dyopo —nY dy g
QooKo ZNY 17 | T YT A 4 00 T
n -+ do’o n -+ d0,0
Proto lze hustotu (3.23]) rozdéleni F, A|Y upravit do tvaru

kde V =

1
p(F, A]Y) x exp {—2 TrIFIFT} :
_ntv+k—m—1

. ‘(A ~AE) [FTAF + D] (A - A®) ' +Q(F) (3.26)

Nyni uz zbyva jen porovnat druhou c¢ast hustoty s hustotou matico-
vého Studentova rozdéleni (L.12). Roli ® zde hraje Q(F) a £~' v tomto piipadé
v {FTAd]F +]D1_11J, kde pocet stupnti volnosti je tentokrat 7 = n +v —m — 1.
K hustoté rozdéleni

txc (u, A(F), QF) @ 7" [FTASF + Dy _1)

je dle tvrzeni|3[nutno pridat také determinanty téchto matic umocnéné po radé na
_73 a —*. Timto jsme ukdzali, Ze margindlni aposteriorni hustota I, tedy hustota
rozdéleni F|Y, je rovna

n+rvr—m—1

1 m
p(]F|Y)o<exp{—2TrMFT}-|Q(1F)y 2 -\IFTAdIMD;f] . (3.27)

Pokusme se jesté tento vyraz lépe upravit, abychom vidéli, jak presné na F
zévisi. Zavedme si matici W, kterd dle (3.25]) spliuje

-1 T
Q(F) = W — (VF + AoDyy!) [FTAGF + Dy | (VF + AgDy')
Podle Sylvestrova pravidla [AT] plati

Q)| = [W]

I, - W (VF + AoDy)) [FTAF + Dyyl] " (VF + AoDﬁl)T‘
= [W|[FTAGF +Dy| -

FTASF + Dyl — (VIF i Ao]fo)T W (VJF + Ao]DDl—11>

Jestlize je matice Ay — VIW~'V invertovatelnd, tak lze pouzit tvrzeni dle
kterého lze upravit

FTAF + D} — (V]F n AoDﬁl)T Wl (VIF + AO]D)l—ll) —
= (F-F) [Aa— VW V] (F-F)+2,
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kde Z =Dy — D! AJW ' AD! —F' [Ag — VIW'V|F
a F=[a—VIW V] VIWADy,.

Nyni uz staci jen tento vyraz dosadit do vzorce pro determinant Q(F), ktery
dosadime do hustoty (3.27)) marginalniho rozdéleni matice faktoru F. Vysledek je
shrnut v nésledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 7. V modelu bayesovské faktorové analyzy s apriornim rozdélenim de-
finovanym v cdsti lze zapsat hustotu margindlniho aposteriorniho rozdéleni
F|Y wve tvaru

n+rv—2m—1
2

1
p(F|Y) o exp {—2 Tr ]FIFT} : ‘IE‘TAdIF + Dyt

_ntv—m-—1

. ‘(]F —F) [Ag— VW V] (F—F) +Z

pokud Ay — VITWIV je invertibilni. Zde jsou tvary pomocnijch matic:

-1

d
1+ Y =vTA 4+ —22 1],

do oo —nY
V — 000 — T _
n+dyg

n+d(§7(1)

1 ndy s — T
_ T = T 0,0 . o —1 AT
W=Q+Y (I[n n1n1”>Y+n+dQ$ (uo Y) (p,o Y) + AgD Ay,

Z =Dy — D AW ADy) — FT [Ag— VIW 'V F,

F=[Ag—VIWV]" VIWAD,
Ay =1, — %1,11;.
n/+'dop

Z tohoto tvaru jiz nejsme schopni vycist zadné bézné pouzivané rozdéleni.
Pozitivni ale je, ze mame zakladni tvar marginalni aposteriorni hustoty F. Pro
bayesovsky odhad jednotlivych faktorti F; obsazenych v I tak uz jen stac¢i nalézt
metodu, ktera by uméla provést integraci

E [F|Y] = / Fp(F|Y)dF.

RnXk

Toto vsak jiz nemusi byt snadny tkol a dale se mu vénovat nebudeme. Pro odhad
marginadlnich aposteriornich sttednich hodnot pouzijeme MCMC metod.

To by bylo marginalni aposteriorni rozdéleni faktori F, da se vsak k né¢emu
rozumnému dojit u ostatnich parametri? Tuto otdzku se pokusime zodpovédét
tim, Ze se vratime k aposteriorni hustoté , a pokusime se nejprve vyinte-
grovat neznamé faktory I, nebot v prehlednéjsim tvaru nez zde jiz nevystupuje.

Dle tvrzeni [6] vime, Ze plné podminéné rozdéleni F je maticové normalni,
a proto by mélo jit tyto faktory vyintegrovat. Pouzijeme k tomu opét tvrzeni
kde znamou hustotou bude , ovsem musime zde ponechat vSechny cinitele
zévislé na p, A a 3, které jsme v ditkazu tvrzeni 6| pfi prechodu od k
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zanedbali (presnéji feceno skryli do proporcionality). Chceme tedy integrovat
hustotu

n+v+k+1
2

p(F, p, A, S|Y) o ||~ exp {—;Tr (F-F) [ATS7'A + 1] (F - IF‘)T} :

n

n_n 1 ~ ~
. ‘ATE‘lA + ]Ik,’ 272 exp {—2 Tr[YE7'YT - F [ATS A + 1, BT } :
1
exp { =5 TrE7 [@+ (1 — 1)y (1 = o)+ (A = Ag) D (A — Ao)T] |

kde F je zkratkou pro I@(u, A, ), které je definované ve znéni tvrzeni @ Pouzitim
tvrzeni |3| dostavame hustotu rozdéleni p, A, 3|Y:

n+v+k+1

p(p, A, Z[Y) o [B[75  [ATS A 4,
1
© exp {—2 Trx ! [J(A) + (10— po) da,[l) (n— U’O)T} } '

oxp {_; Tr [_ (Y- 1,47 ) S A[ATS A+ L] T ATE T (Y - LT

n
2

0

(3.28)

=K(A,X)

kde J(A) = (A —Ag) D' (A —Ap)" + Q + YTY. Vidime, Ze na parametrech
A a X tato funkce zavisi velmi slozité. Jediny parametr p, ktery neni primo
v definici modelu spjaty s matici F, se zde vyskytuje v tvaru, ktery opét lze
doplnit na c¢tverec a nésledné vyintegrovat. Zacnéme tim, Ze si nejprve pomoci
tvrzeni upravime vyraz

Tr (Y - 1,07 ) K(A, D) (Y - 1,u7) ' =
= Tr [YK(A, 2)Y" = YK(A, D)1} — 1op KA, )Y + 1,u K(A, Z)pl, |
=Tr [YK(A, 2)Y'| = L YK(A, S)p — p K(A, )Y 1, + np K(A, B
= Tr [YKAD)Y | 40 (p-Y) KA E) (0 - Y) - nY KA D)Y.
(3.29)

Nyni vidime, ze ze vzorce (3.28)) v exponencidle zavisi na p pouze vyraz

(= 10) " [doo) ™ (1= o) + (= 7)) [(=n)K(A, )] (1~ F) =
= (=) [dypS ! = nK(A, )] (1 — i) -
— A" [dgoS = nK(A, D) fi + prg [dooZ] " po —nY Y K(A,D)Y, (3.30)

ktery jsme doplnili na étverec pomoci disledku tvrzeni [B6| kde
f=[dh= " — KA D) (455 o — nK(A, D)Y).
To lze ovsem pouzit pouze v ptripadé, pokud je zaruceno, ze matice
LA, X) =dy ;= —nK(A, %) (3.31)
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je invertibilni. Podivejme se na determinant této matice

LA, )| = |doo =]~ [ — ndooA [l + ATS'A] ATE

= ldoo %™ ‘Hk + ATE?lA‘il ’H’“ +ATETIA - ndo,oATEJA‘
= [AAT + 5[ [dgdLi + (dgh — m)ATE A (3.32)
B

>0 >0 *

kde jsme opakované pouzivali zadkladni vlastnosti determinantu a Sylvestrovo pra-
vidlo . Aby byla zajisténa invertibilita matice IL(A, X), je potieba, aby jeji de-
terminant byl nenulovy. K tomu staci predpokladat, ze determinant x je nenulovy.
Obecné vsak neni jednoduché stanovit, kdy toto bude splnéno.

Celkové lze uzitim ([3.29), (3.30)) a Sylvestrova pravidla prepsat hustotu (i3.28))

do tvaru

v+k+1

p(p, A E[Y) o 2757 |AAT 4+ 2

n
2

1 1 _ _
' OXp {—2 Te S [J(A) + pody i | + 5 TrYK(A,S)YT + ATL(A, Em} :

[NIES

1_ 1 ~ -
LA B exp {5 (- ) LAE) (u - )|, (333)
ze kterého jiz mizeme jednoduse dle tvrzeni|3| vyintegrovat parametr p, nebot zde
na poslednim fadku spatfujeme hustotu ((1.2]) vektorového norméalniho rozdélend.

Proto hustota rozdéleni A, 3|Y musi byt tvaru

v+k

p(A,Z[Y) o< |27 |AAT 4+ 2

LA R

1 1 - B
- exp {—2 T~ [J(A) + podgopg | + 5 TrYK(A, YT + i L(A, z)u} ,
(3.34)

Dosazenim determinantu matice L(A, %) (3.32) do této rovnice lze dojit ke ko-
necnému tvaru, ktery je shrnut v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 8. V modelu bayesovské faktorové analyzy s apriornim rozdelenim defi-
novanym v ¢dsti lze zapsat hustotu rozdéleni A, X|Y ve tvaru

1
2

_n-1
p(A, DY) o [B[7F AT+ 3 7 - |(dgh —n)AAT +dgi s

1
exp {3 Tr S [(A - o) D7 (A= A0) +Q+ podyug | |-

1 1
- exp {2ﬁTL(A, S)h— 5 TrY (= - K(A, D) YT} :
pokud matice L(A,X) je invertibilni. Zde jsou tvary pomocnich matic:

K(A,Z) =S 'A[ATS A+ ] ATE
L(A,X) =dy =" — nK(A, D),
fi = [L(A, 2)] 7 (g2~ o — nK(A, 2)Y).
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V hustoté uvedené v tomto tvrzeni vystupuje determinant z matice Y =
AAT + 3, o které jsme v éasti m (rovnice (3.1])) ukdzali, Ze je rozptylovd
matice ndhodného vektoru Y nepodminéného znalosti F'. Bohuzel tato hustota
tak komplikované zavisi na A a 3, Ze nejen, ze nejsme schopni vyintegrovat
jeden z téchto parametri, ale dokonce tato hustota nepripomina zadné bézné
pouzivané rozdéleni. Zrejmé nebude jednoduché navrhnout metody integrace dle
této hustoty.

V této ¢asti jsme se tedy dozvédéli, ze jednotliva marginalni aposteriorni roz-
déleni v modelu bayesovské regrese nejsou zadna znama a bézné pouzivana. Jsme
proto nuceni pouzit jinych bayesovskych metod odhadu jako naptiklad MCMC
metody.

3.3 Gibbstv algoritmus

Jak jsme si ukazali v predchozi ¢asti, v modelu bayesovské faktorové analyzy
nejsme schopni efektivné pracovat s marginalnimi aposteriornimi rozdélenimi jed-
notlivych parametri. OvSem v tvrzeni [0] jsme ukazali, ze plné podminénd rozdé-
leni jednotlivych parametri jsou bézné pouzivana rozdéleni. Proto jsme schopni
pro odhad parametri pouzit Gibbsova algoritmu [I] predstaveného v ¢asti[2.3.2]

Uvedme si, jak tento algoritmus konkrétné pouzit v situaci bayesovské fakto-
rové analyzy. Jediné, co si budeme muset stanovit, je poradi, v jakém budeme
tyto parametry generovat. Parametr, ktery se bude generovat jako prvni, ma tu
vyhodu, ze nepotiebuje pocateéni hodnotu. Typicky se tedy rozhodujeme podle
toho, co je pro nas obtiznéjsi stanovit. My zacneme s matici faktora F, potom
budeme pokracovat parametrem stfedni hodnoty p, dale faktorovymi zatézemi
A a posledni budeme generovat rozptylovou matici chyb modelu 3.

Algoritmus 3. Gibbsuv algoritmus pro model bayesovské faktorové analyzy.

Vstupy: poZadovand délka retézce B + M, data y, pocdtecni hodnoty parametri
0 A0 30

“ ) ) *

Vijstupy: markovsky retézec (F%, pi, A*, %) i€ {1,..., B+ M}.

Postup: v (i + 1)-nim kroku algoritmu generuj z plné podminénych rozdéleni pa-

rametri F, u, A a 3 ndsledovné:

1) Fit! N]F\\y:y,p,:w,AzAi,zzzi

~ N,k (]? (W', A7) I, @ [(Ai)T [2@}‘1 A+ I[k]_l> :
2) W ~plY =y, F=F*" A=A =5

~N,, <ﬁ (F* AY) S [0+ dg ] _1) :
3) At~ A \\y =y, F=F" p=pt =3

(Fi+1)TFi+1 n Dl—ll]l> 7

~ N,k <K (Fi-i-l’ uz’+1) 722' ®

4) it 9 ‘Y =vy,F= Fi-l—l’u _ Hi+1’A AP
~ W, (@ (F A v k1)
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Konec algoritmu: jakmile i +1 = B + M.

Jestlize uvazZujeme matici X pouze diagondlni, tak musime generovat jednot-
livé prvky diagonély JJZ-ZH z jednorozmérného Wishartova rozdéleni se stejnym
poctem stupiiii volnosti, ovSem s parametrem 1); ; (F“*1, '+ A1), coz odpovidd
j-tému diagondlnimu prvku matice ¥ (F*1 p+1 AT,

Pomoci vlastnosti uvedenych v c¢asti lze prevést generovani z mnohoroz-
mérného norméalniho rozdéleni pouze na generovani z normovaného normalniho
rozdéleni N (0, 1). Generovani z inverzniho Wishartova rozdéleni s po¢tem stupnu
volnosti, které je prirozené ¢islo, 1ze inverzi matice prevést na generovani z Wishar-
tova rozdéleni za pomoci souctu ¢tverci vektorii z normalniho rozdéleni, podrob-
néji viz vlastnosti v ¢astech [I.2) a [L.3]

Dle tivah v éasti pro odhad parametrii vyuzijeme hodnot F?, ui, A* a 3¢,
kde i je pouze v rozmezi {B + 1,..., B + M}. Pomoci ergodické véty tak mi-
zeme prumeéry téchto hodnot odhadnout samotné parametry. Mizeme odhadovat
i jiné charakteristiky margindlnich aposteriornich rozdéleni jednotlivych parame-
tri,, ovséem musime mit na paméti, ze tyto generované veli¢iny netvori nezavislé
reprezentanty kvili zna¢né autokorelovanosti plynouci ze samotného postupu ge-
nerovani.

3.4 ICM algoritmus

Alternativni metodou odhadu matice skrytych faktora F, parametru stredni
hodnoty p, faktorovych zatézi A a rozptylovou matici chyb modelu 3 je modus
aposteriorniho rozdéleni. Vidime, ze aposteriorni hustota je hladkou funkeci
v téchto parametrech. Zkusme tedy nejprve nalézt maximum aposteriorni hustoty
pomoci derivovani a vyreseni soustavy, kde tyto prvni derivace polozime rovny
nulovému elementu.

Dr7me se postupu nastinéném v ¢asti [2.3.3] Budeme maximalizovat logarit-
movanou aposteriorni hustotu, kterou ptijde snaze derivovat. Derivace této lo-
garitmované aposteriorni hustoty dle jednotlivych parametrii prevedeme na de-
rivovani logaritmovanych hustot plné podminénych rozdéleni. VSechny multipli-
kativni ¢leny, které jsou obsazeny v proporcionalité znacené o, diky logaritmu
prejdou v soucet a nasledné jsou derivovany na nulu, nebof nezavisi na zkou-
maném parametru. Podle pravidel pro derivovani dle viceslozkovych parametri
uvedenych v tvrzeni |A5| dostdvame soustavu

851; log (F|Y, . A, ) = — (F~F) [ATS A + L] £ 0,0,

a - = — !
S og (Y, T, A, %) = S (5 — i) - (n+ dgh) £ 0,

85‘ (3.35)
_ -1 A T -1] L

ox 8 (A[Y.F. . %) = =% (A= A) [F'F + D] = O

0 n+v+k+1 1 1

5 08 (BIY.Fop A) = — ——— 257" — diag® | +

+ ; 257 1n! — diag (S7S )] £ O

Posledni rovnici pro parametr 3 fesime analogicky, jako jsme Tesili v zavéru
casti o modelu bayesovské mnohorozmérné regrese. ReSeni soustavy (3.35)
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vede na soustavu:

I
=

(1, A E),
(F,A),
(F. ), (3.36)
1
n+v+k+1

M > T =
([
> o

W(]P“7 l’l/7 A‘)7

kde hodnoty na pravé strané jsou mody (srovnej s hodnotami v tabulce jed-
notlivych plné podminénych rozdéleni z tvrzeni [0, kde jsou také uvedeny definice
F, i, A a W. Tato soustava jiz nema explicitni tvar feseni, a proto je zapo-
trebi pouzit ICM algoritmu (predstaveného v ¢asti pro iterativni nalezeni
vyslednych odhadii.

I tento algoritmus lze provést v rizném poradi parametri, pricemz pro prvni
z nich nebudeme potiebovat jeho pocatecni hodnotu. V nasem pripadé budeme
zaCinat parametrem F, pro néjz potfebujeme pocatecni hodnoty u’, A° a X°
parametri p, A a X. Kdybychom zac¢inali parametrem g, tak by stacilo znat
vychozi hodnoty pouze u F a A.

Algoritmus 4. ICM algoritmus pro model bayesovské faktorové analijzy.
Vstupy: data 'y, pocdtecni hodnoty p°, A° a %°.

Vistup: F, i, A a ¥ mazimalizujici apostriorni hustotu p(F,p, A, E|Y =y).
Postup: v (i + 1)-nim kroku algoritmu uprav posledni zndmé hodnoty F', u', A’
a X% na hodnoty nové FH, puttl AL o B po slozkdch ndsledovné:

1) IFZ'_H _ (y . 1n(uz)T) [Ei}_l Az |:(AZ)T [Ez}—l AZ i Hk} *17
| » d; 1
2) uz—l-l _ n—l—nda’(l] (? —A'F +1) + n +0§(I(1)M07
3) AT = [(y — ()T FE AO]D)111:| (F+)TF* + Dy

1
)

(y _ 1n(“i+1)T . Fi+1(Ai+1)T)T (y B ln(MHl)T . FiJrl(AiJrl)T)

4) 2 =
) n+v+k+1 i
+ (W = po)do (™™ — po) T+ (A — Ag)D (AT — Ag) T+ Q
n+v+k+1 '

Konec algoritmu: jakmile vzddlenost mezi pivodnim vec (F', u', A", ) a nové
spoctengm vec (FH, pt*t AL SN hude mensi neZ predem stanovend hranice
presnosti. Za F, i, A a X zvol posledni Fit!, pi+l A il

Jako vzdalenost mezi vec (F!, ut, A?, ) a vec (F* ptt AL 31 1ze uva-
zovat vazeny soucet zvolenych vzdalenosti pro jednotlivé parametry, napf.

Fi—‘—l - Fz

+an AT = A

+ap 2 -

OéF‘ +a, Huiﬂ _ Hz’

)

kde ar + a, + aa +ax = 1. Vyssi vdha a, > 0 znamena vétsi diraz na piesnost
odhadu tohoto parametru.

Tento algoritmus nam tedy dava priblizné reseni F, I, AaXx soustavy .
Lze je tak povazovat za bayesovské odhady parametrt F, g, A a 3 zaloZzené na
modu aposteriorniho rozdéleni.
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3.5 Dalsi volby apriornich rozdéleni

V ¢&sti3.2.1] jsme si zavedli bayesovskou specifikaci modelu faktorové analyzy.
Ovsem pouzivana apriorni rozdéleni nejsou jedind, ktera lze v této situaci pouzit.
Nyni si ukazeme, jaké mame jiné moznosti volby a jaka jsou potom vysledna apo-
steriorni rozdéleni. Ditkazy tvrzeni v této c¢asti jiz nebudeme délat tak podrobné,
jako jsme ¢inili doposud. Bude se totiz jednat o velmi podobné tpravy, casto jen
s drobnou zménou.

3.5.1 Neinformativni apriorni rozdéleni

V ¢asti jsme si ukazali, Ze nechceme-li o parametru modelu apriori pfi-
davat zadnou informaci, tak pro tento parametr volime neinformativni rozdeéleni.
Ukézeme si zde, jak se zjednodusi plné podminénd rozdéleni v tvrzeni [0, pokud
nebudeme do modelu dodavat zadnou informaci o jednom z parametria p, A, 3.

Zacnéme nejprve s parametrem stredni hodnoty p. V casti jsme o ném
apriori predpokladali, ze se Fidi normalnim rozdélenim N,, (tt9, dpoX). Nyni o p
nebudeme nic predpoklddat, coz vede na nevlastni apriorni hustotu p(p) o 1.
Lze se na to divat také tak, Ze parametr apriorntho rozptylu dog z ZvEt-
sujeme nade vsechny meze, az dosdhneme toho, Ze dj o = 0. A jak si ukdzeme
v nasledujicim tvrzeni, dostaneme vysledky obdobné tvrzeni [0 ovsem prévé pro
dyo = 0.

Tvrzeni 9. V modelu bayesovské faktorové analyzy, kde se apriorni specifikace
od té zavedené v cdsti list v apriorni neinformativnosti parametru p, tj.
p(p) < 1, je aposteriorni hustota parametri F, p, A a ¥ rovna

n+k+v

1
p(F, 1, A, £[Y) o [£]~ "5 exp {—2 < TrFF +Tr S (A—Ao)Dy (A —Ag) T+

+Tre ! [(\y —1.p — ]FAT>T (Y= 1,u" —FAT) + Q] )} (3.37)

Plné podminend rozdeleni parametri F a A jsou shodnad s temi uvedenymi v tur-
zeni |6l Pro zbylé plati

1
/*L|Y’]F7A7 3~ Nm <ﬁ’u(F7A)7 2) )
n
SIYF, p, A ~ W, (¥, (F, u,A),n+v+k),

1
kde f,(F.A) =Y —AF =" (Y-FA") 1,

n
W, (F, p,A) = (Y- 1,07 ~FAT) (Y~ L,u” —FAT) +
+ (A= Ag)D (A —Ag) " + Q.

Diikaz. Jelikoz jediné, co jsme zménili, je apriorni rozdéleni p, které zavislo pouze
na 3, tak se také zméni plné podminénd rozdéleni jen téchto dvou parametri.
Pro parametr 3 zde ubyde jeden stupen volnosti, ktery pramenil z hustoty (3.10)).

Z maticového parametru W (F, g, A) zmizi onen &tverec (p — po)doo(p — o),
tedy zbyde pouze ¥, (F, p, A) definované ve znéni tvrzeni.
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Pro plné podminéné rozdéleni p 1ze pouzit stejného postupu, jakého bylo po-
uzito v dikazu tvrzeni@ s tim rozdilem, Ze nyni dyy = 0. OvSem stéle plati, Ze
1)1, =n > 0, a tak lze stejné pouzit tvrzeni BT E (éi E ). Vysledné i, (F, A) tak
jen vznikne zjednodusenim fi(F, A) za pouziti dy = 0.

O

K analogickym zavérim lze podobnymi ivahami dojit i u parametru faktoro-
vych zatézi A, kde tentokrat pracujeme s ]D)l_l1 = Opxp-

Tvrzeni 10. V modelu bayesovské faktorové analyzy, kde se apriorni specifikace
od té zavedené v casti lisi v apriorni neinformativnosti parametru A, tj.
p(A) < 1, je aposteriorni hustota parametri F, p, A a ¥ rovna

+14v

n 1
PUF, 1, A EIY) ox S5 exp { =0 (ToFFT +Tr S (e pao) g o)+

+Tre ! {(\y —1,u — IFAT)T (Y= 1,u" —FAT) + Q} )} (3.38)

Plné podminéend rozdéleni parametri F a p jsou shodnd s témi uvedenymi v tur-
zent @ Jestlize md matice F plnou sloupcovou hodnost, tedy FTF > 0, pak pro
zbylé parametry plati

A‘Ya]Fall’a 3~ Npux (KA(IRH’); Y® (FTF)_1> )
S|V, F o, A ~ W, (Tp(F,p, A),n+v+1),

-1

ke R ) = (¥~ 17) E (57F)
Wy (F,p,A) = (Y — 1, — ]FAT)T (Y 1 FAT) i
+ (1 — po)dgo(p — po) ' + Q.

Diikaz. Zménilo se pouze apriorni rozdéleni A, které jiz na p a F nezéviselo, a tak
jejich plné podminénd rozdéleni zustavaji stejna jako v tvrzeni[6 Pro parametr X
tentokrat ubyde k stupni volnosti, které byly obsazeny v ptuvodni apriorni hustoté
A (3:10). Z maticového parametru W(F, g, A) zmizi (A —Ag)Dii (A —Ag) ", tedy
zbyde pouze Wy (F, p, A) definované ve znéni tvrzeni.

Pro plné podminéné rozdéleni A lze pouzit stejneho postupu, jakého bylo pou-
zito v diikazu tvrzeni @ s tim rozdilem, Ze nyni D;}' = Q. Oviem stéle za nasich
predpokladu plati, Ze F'F > 0, a tak lze stejn¢ pouzit tvrzeni E (¢i |BY E ). Vy-
sledné A, (F, p) tak jen vznikne zjednodusenim A (F, p) za pouziti D' = Qg

O

V ¢asti 2.2.0] jsme si Tekli, Ze 73, nemformatlvm rozdéleni rozptylového para-
metru ¥ povazujeme p(%) |E\ . To v podstaté odpovida hrani¢ni nevlastni
volbe v=m-+1a Q= 0,,xm. Tato volba apriorniho rozdéleni vede ke zjedno-
duseni aposteriorni hustoty a vysledného plné podminéného rozdéleni 3.

Tvrzeni 11. V modelu bayesovské faktorové analyzy, kde se apriorni specifikace
od té zavedené v casti list v apriorni neinformativnosti parametru 3, tj.

o1



p(X) x |E|_mT+l, je aposteriorni hustota parametri F, u, A a 3 rovna

ntkt+m+2
2

1
p(F, p, A, B|Y) o |X]” eXp{ —2(Tr1FJFT+
LTre [ (Y = 1" —FAT) (Y = 1,u" —FAT) +

+ (p — Mo)da,(l)(ll» — o) "+ (A — Ag)Di (A — Ap) T

)} (3.39)

Plné podminénd rozdéleni parametri F, p a A se oproti turzeni |6 nijak nezmend.
Pro parametr 3 vsak plati

S|V, F,pu, A ~ W, (Ts(F,u,A),n+k+m+2),
kde Wy(F,p,A) = (Y~ 10" ~FAT) (Y~ L,u” —FAT) +
+ (p — Mo)d&é(ﬂ — o)+ (A — Ag)Di (A — Ap) .

Diikaz. Dosazenim v = m + 1 a Q = Q,,x,, do aposteriorni hustoty (3.14)) do-
staneme tvar ([3.40). Nyni uz analogicky jako v dikazu tvrzeni [ dostaneme plné
podminéné rozdéleni parametru ¥ uvedené ve znéni tvrzeni.

O

Takto bychom mohli zjednodusit apriorni rozdéleni i pro vice parametrii naraz,
postup by vsak byl zcela analogicky, a proto se tim jiz dale zabyvat nebudeme.
Tvrzeni [9] [10] a [1I] 1ze analogicky jako tvrzeni [6] pouzit k sestaveni Gibbsova
algoritmu ¢i ICM algoritmu pro ziskani odhadii jednotlivych parametri.

3.5.2 Zobecnéna apriorni rozdéleni

Prvni zobecnéni apriorniho rozdéleni, které si zde ukazeme, bude odstranéni
predpokladu apriorni nezavislosti parametri g a A za podminky 3. Pavodné
jsme vysli z toho, ze B = (p, A)|3 ~ Npox(rs1) (0, Ag) , X @ D), kde D byla
blokové diagonalni matice. Nyni budeme obecné predpokladat, ze

. d0,0 diro
le ]Dll

coz bude mit za nasledek, ze p a A jiz nebudou apriorné pri znalosti 3 nezavislé.
V tomto pripadé je daleko snazsi a prehlednéjsi pracovat se sdruzenym para-
metrem B, pro ktery se vse mnohem snaze odvozuje.

Tvrzeni 12. V modelu bayesovské faktorové analjzy, kde se apriorni specifikace
od té zavedené v casti list v apriorni specifikaci sdruZeného parametru pa-
rametru B = (p, A)|E ~ N1y ((to, Ao) , X ® D), kde D je obecnd pozitivné
definitni matice, je aposteriorni hustota parametri F, p, A a 3 rovna

n+v+k+1
2

1
p(F, A, 2[Y) o |B exp{ —2(TrIFJFT+
L Tre [ (Y= 1" —FAT) (Y= 1,4" —FAT) +

+ (B —Bo)D (B —By)" + QD} (3.40)
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Plné podminéné rozdéleni parametru F se oproti tvrzend [( nijak nezméni. Plné
podminénd rozdeleni parametri B a 3 vsak jsou shodnd s témi v modelu mnoho-
rozmeérné bayesovské regrese s X = (1,,,F), viz rovnice (2.12]).

Diikaz. To, ze nedojde ke zméné plné podminéného rozdéleni faktori FF, je opét
ziejmé z toho, Ze nijak nefiguruje ve zménéné apriorni hustoté rozdéleni B|X.
Urcujeme-li plné podminéné rozdéleni parametra B a 3, tak zde pracujeme s F
jako s matici znamych faktorti. To presné odpovida situaci mnohorozmérné baye-
sovské regrese se znamou regresni matici X = (1, F). Proto lze pouzit vysledki
obdrzenych v ¢asti 2.4

O

Nelze vSak vyuzit margindlnich aposteriornich rozdéleni z casti [2.4] nebot
v nasem pripadeé jsou stéle faktory F neznamymi parametry modelu, které je také
tfeba vyintegrovat. To je vSak stejné komplikované jako v ¢4sti[3.2.3

Pokud bychom vsak chtéli plné podminéné rozdéleni parametri p a A, tak
musime pouzit vztahu o podminéni jedné slozky norméalné rozdéleného vek-
toru slozkou zbyvajici pro X; = p a X5 = vec A za znalosti Y, F a 3. Ono celkové
sdruzené rozdéleni plyne z vektorizace (po sloupcich) rozdéleni B = (u, A) pii Y,

F a X tvaru (2.12)), tedy

vecB = H Y,F, 2 ~ Npig) (vec ]ﬁ%, {XTX + D_l}_l & Z) )

vec A

-1
Ozna¢me si ® = [X'X 4+ D!  &tvercovou matici fadu k+ 1, kterou lze blokové
rozdélit na ¢asti o dimenzich 1 a k nasledovné

» — (I)ll ¢12

(1)21 @22

Potom podle zndmého tvrzeni o inverzi blokové matice (viz napf. Andél, 2007,
Lemma 8.24) je matice [XTX + ]D)_l} = ®~! zéroven rovna

—1 -1 —1 -1 —1
(®11 — P12®3) &5 — (P11 — @12 By) PP
1 -1 -
— (@22 — ‘521@;11‘1912) Py D17 (@22 — ‘1’21CI’1_11‘I’12)
_ -1 =1 _ -1 _
n+ (doo — djgDy'dio) nF — (doo— dfyDildi)  diDy)
. -1 —1
nF — (Dy — diodgpdly)  dodss  FTF+ (D1 — diodghdyy)

Dle vlastnosti ([1.4)) a pravidel uvedenych v tvrzenich a , pak musi

plY, F, A3~ Ny, (4 (B85 @ T )vee (A= A), (4 — 21285, @) ),
vec A|Y,F, s, £ ~ Ny, (vec A + (@107 @ I, ) (11— i), (P22 — B P7'®1) @ %),
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kde 1 a A jsou prislusné slozky B = ([L, ]X) z tvrzeni Odtud uz lze odvodit
nasledujici tvary plné podminénych rozdéleni

. —17-1
plY,F,A, 3 ~ N, <,1 — (A= A) Wy(P), [n + (doo — dloDyy do) } 2) :

A|Y7]F7 K, 3~ Nka (A - (IJ’ - ﬂ) WQ(F>7 Y®

-1
FTF —+ (Dll — dloda(l)d;ro) ] ) s
kde
+ -1 T -1 -1 T -1 -1771
W1 (F) = <TZF — ]D)ll le (d070 — le]Dll dlg) > [’I’L + (d070 — leDII d10> :| s

_ -1 T -17-1
W, (F) = <nF — (Dyy — diody pd],) dmda})) FTF + (D1, — diodghd],) ]

Pro volbu dyy = 0 odpovidajici ptivodnimu predpokladu apriorni nezavislosti u
a A pri X dostavame alternativni vyjadieni plné podminénych rozdéleni. Porovnej

o N N 111
plY,F A2 ~ N, (u ~(A-A) Fm,z [+ dg ] ) :
< — -1 -1
AIY,F, 1,3 ~ No (A —(p—@)nF' [FF+Dy| S [FF+Dy )
s plné podminénymi rozdélenimi uvedenymi v tvrzeni [0l Vidime tak, ze @i a
p(F,A) ani A a A(FF, i) nejsou ty samé vyrazy.

Druhé zobecnéni, které si ukdzeme, bude spocivat v opusténi predpokladu,
ze p a A zavisi apriorné na . Takovému pristupu se v literatutre rika pouziti
zobecnéného konjugovaného systému (Rowel, 2003)). Budeme tak predpokladat,
ze parametry F, pu, A a 3 jsou apriorné nezavislé a ze p a vec A jsou sice opét
apriorné normalné rozdélené, ovsem se specifickymi hyperparametry rozptylovych
matic. Tedy

p~Ny, (o, E) a vecA ~ N,y (vecAg, A). (3.41)
Aposteriorni hustota pak ma tvar
P(F, p, A, BIY) o p(Y[F, 1, A, ) - p(F) - p(p) - p(A) - p(2)
n+vv 1
x B eXp{ — T (V= 1,7 - ]F‘AT)T (Y- 1,u" —FAT) -

B ; TrFTF + (1 — po) 'E" (11— ho) + vec (A — Ag) TA™vec (A — Ay)| }
(3.42)

Tvrzeni 13. V modelu bayesovské faktorové analyzy s apriornim rozdélenim,
které se od toho zavedeného v casti[3.2.1] lisi v apriorni specifikaci parametri p
a A, kterd je ddana rovnici , je aposteriorni hustota ddna rovnici .
PIné podminéné rozdéleni faktori F je shodné s tim uvedenym v turzeni[fl. Plné
podminénd rozdéleni parametri p, vec A a 3 jsou potom

ulY, F,A,S ~N,, (ﬁ, s 4 5—1}1) ,
— _1
vec A|Y, F, 1, 3 ~ Ny (vec A [FFos +Aa] ) ,

SIY,F, g, A ~ IW,, <@+ (Y= 1" - IFAT)T (Y= 1,u" —FAT) 0+ y) ,
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kde
7= [ ((1] 057 v (7 AFT) £ =)
= :nz_l —+ E_l} - <n2_1(7 — AF) + E_1M0> s
vecz_X> = :]FTIF @3+ A’lrl ((IFT ® E’l) vec (YT - p,lD + A vec A0>

—[FFes"+Aa7] " (FTFoS")vec (Ar) + A 'vecAy).

Arv=(Y-1.0") (FF)'F", proF'F >0

Diikaz. Plné podminéné rozdéleni 3 lze odvodit analogicky jako v dukazu tvr-
zeni [6] jen s tim rozdilem, ze nyni je nizsi pocet stupnu volnosti a v exponenciale
se jiz 7! vyskytuje jen u Q a té ¢asti z vérohodnosti.

Pro plné podminéna rozdéleni g a ¥ nejprve pouzijeme vlastnosti v) z tvr-
zeni[A4] abychom upravili stopu z vérohodnosti do tvart, jejichz podstatnou ¢asti
budou

(k' (1) @L,) —vec (Y = AF")) [l @ =]
(" (1] © L) —vec (YT —AFT))',
((vecA)" (FT @1,,) = vec (Y' = 1)) [I, ® 7]
((vecA)T (FT @ L,) — vec (Y™ — u1]))’

Ostatni ¢leny z tohoto rozkladu nés nezajimaji, nebot jiz nezavisi na p ¢i v dru-
hém pripadé na A. Nyni jiz k vyraztim vyse pricteme kvadratické formy plynouci
z apriorniho rozdéleni a dle tvrzenidoplnime na ¢tverec, kde hlavni proménnou
X z tohoto tvrzeni rozumime nejprve ' a posléze (vec A) Odtud po nékolika

upravach s pomoci tvrzeni ﬁ a m 4] dostaneme piislusné I a vec A ve znéni
pravé dokazovaného tvrzeni. Doplnéné kvadratické formy pak maji po nékolika
upravach tvar

(o= 7) [ w27 (w-1).
(vec (A - X)) {IFTIF 37!+ A_l} vec (A — X) .

Jelikoz zbytek vyrazi z doplnéni na ¢tverec jiz neobsahuje p a v druhém pripadé
A, tak se jednda o stézejni ¢asti hustot plné podminénych rozdéleni, ktera musi
byt vektorova normalni, nebot tyto kvadratické formy vystupuji v exponencidle
s —1/2. Parametry téchto rozdéleni tak vycteme z téchto kvadratickych forem.
O

Na zakladé tohoto tvrzeni lze opét sestrojit Gibbsuv ¢i ICM algoritmus, po-
moci nichz Ize odhadnout jednotlivé parametry za téchto obecnéjsich podminek.
Nezavislosti apriorniho rozdéleni g a A na X jsme si vsak ponékud ztizili ilohu
nastaveni vychozich hyperparametri 2 a A. Pro jednoduchost se nékdy spe-
cifikuji jako diagondalni matice. Abychom zarucili, Ze se nebude jednat o prilis
informativni rozdéleni, tak ¢asto povazujeme tyto parametry navic za nahodné
z inverzniho Wishartova rozdéleni, které uz vsak zvolime napevno.
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3.6 Zobecnéni bayesovské faktorové analyzy

Zobecnéni uvedend v predchozi ¢asti pramenila ze zmény uvazovaného aprior-
niho rozdéleni parametru zavedenych v ¢asti[3.2] Nyni se vsak podivame, jakymi
zpusoby lze rozsitit model bayesovské faktorové analyzy. Na nasledujicim prikladu
si budeme ilustrovat, pro¢ je v nékterych situacich nutné pracovat s obecnéjsim
modelem.

Priklad 4 (Problém koktejlového vecirku (Cocktail party problem)). Na koktej-
lovém vecirku se nachazi celkem k lidi, kteri spolu v rtznych skupinkach ve-
dou konverzace. Radi bychom zaznamenali, ¢im kdo do téchto konverzaci prispél,
tedy hodnotu signalu [-tého c¢lovéka Fj. Proto za timto ticelem po mistnosti roz-
mistime m mikrofont, které zaznamendavaji hodnotu signalu Y;,j € {1,...,m}.
Ovsem signal naméreny na mikrofonu je néjakou smési (funkei) signali F' jed-
notlivych tcastnikii vecirku a navic néjakého sumu. Tuto obecnou funkei, kterd
udava, jakym zpusobem dochazi ke slozeni signalti, nahradime linearni aproxi-
maci z Taylorova rozvoje. Dostavame tak, ze vektor signalii z mikrofon1 Y se da
rozlozit stejné jako v modelu faktorové analyzy (¢ést nnY =pu+ AF + ¢,
kde vyznam parametri g a A je zachovan, ovSem & v sobé nyni zahrnuje nejen
chybu vzniklou Sumem, ale i onu chybu z aproximace pomoci Taylorova poly-
nomu. Celkem naméfime n riznych pozorovani vektoru Y a nasi tlohou je z nich
co nejpresnéji stanovit ptivodni hodnoty F' signalt jednotlivych ucastniki.

O

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Zze takto zachyceny problém presné od-
povidd modelu, kterému jsme se az doposud vénovali. OvSsem zdani zde klame,
nebot je zde skryto nékolik detailii, které situaci komplikuji. Jednim z nich mtze
byt napriiklad fakt, ze v praxi ziejmé nastane situace, kdy mikrofoni nebude
vice nez lidi. Doposud jsme totiz vzdy predpokladali, ze m > k. To nam zne-
moznuje divat se na tento problém jako na model faktorové analyzy predstaveny
v ¢asti [3.1} Podminky identifikace a TeSitelnosti se totiz timto hrouti. Lze vSak
i nadéale uvazovat bayesovskou specifikaci modelu.

3.6.1 Model s korelovanymi faktory

Dejme tomu, Ze stale mizeme predpokladat, ze hodnoty jednotlivych signéla
(mikrofony i lidé) jsou normélné rozdélené. Podobné jako signéaly z mikrofonu
nyni mohou mit i jednotlivé signaly lidi jinou stfedni hodnotu a variabilitu. Kdyz
se navic fadné zamyslime nad tim, jak takova konverzace probiha, tak prijdeme
na to, ze jednotlivé signaly lidi mohou byt (spiSe negativné) korelovany. V rdamci
skupinky totiz v dany moment mluvi spise jediny clovék, zatimco ostatni mu
naslouchaji. Teprve az domluvi tento fec¢nik, tak zacne mluvit nékdo jiny. To nas
nabada k tomu, abychom opustili predpoklad

F ~ N, (0,I;) a nahradili ho pfedpokladem F ~ Ny (Fp,€2),

kde Fy € R¥ a 0 < © € R¥** jsou hyperparametry. Toto by se projevilo ve zménd
apriorniho rozdéleni zavedeném v casti Ovsem i kdyz je nasledny pristup
k odhadu tohoto modelu analogicky, tak se ideové jedna o tplné jiny model.
Opét by se ukazalo, ze jsme sice schopni odvodit tvar marginalni aposteriorni
hustoty F, ale vysledné rozdéleni by nepattilo k zddnym bézné pouzivanym, se

o6



kterymi se jednoduse pracuje. Proto bychom se museli spokojit s plné podminé-
nym rozdélenim a sestavenim Gibbsova ¢i ICM algoritmu pro odhad parametri.
Za predpokladu apriorni nezavislosti F na ostatnich parametrech modelu se pro-
blém urceni plné podminéného rozdéleni F zazi na doplnéni vyrazu

(FAT — (Y - 1,u7)) 57 (FAT - (Y~ L") +(F-Fo) Q' (F ~ F,)"

na ¢tverec. K tomu lze opét pouzit tvrzeni[B7, kde hlavnim parametrem je X = F.
Dostaneme tak, ze stézejni ¢asti zavisejici na [ je

(F-F)[AT= A+ (F-F) .
kde F=((Y-Lp ) AR ) AT A+ .

Odtud plyne plné podminéné rozdéleni
FIY, 1, A, 5 ~ Ny (ﬁ, Lo[ATS A+ Q] _1) .

Ovsem velmi problematické je zde urc¢eni hyperparametrii Fy a €2, nebot typicky
nemame zadné historické udaje. Kazdy radek matice Fy je tvoren vektorem Fy, to
vyjadiuje, ze je stfedni hodnota signali od ucastniki mezi vsemi ¢ € {1,...,n}
stale stejna. Kazdému tucastnikovi tedy musime priradit apriorni predstavu o tom,
jaka je jeho stredni hodnota signalu. Specifikace rozptylu byva jesté zasadnéjsi
z toho divodu, abychom se vyhnuli prilisné informativnosti. Parametr €2 proto
casto stanovujeme jako nahodny parametr z inverzniho Wishartova rozdéleni s jiz
pevnymi hyperparametry. Mizeme také zkusit matici obsahujici mimo diagonalu
zaporna Cisla, coz je v souladu s negativni korelaci signali jednotlivych lidi.

3.6.2 Model se znamymi regresory

Piiklad [4] nds miiZe inspirovat k dalsimu zobecnéni modelu, staci polozit si
otazku: Co by to bylo za vecirek, kdyby na ném nehrdla Zidnd hudba? Tedy konver-
zace, kterou mikrofony zaznamenévaji, nejsou jediné zdroje signalu v mistnosti.
Dejme tomu, ze existuje dalsich ¢ zdroju signalu Z = (Z,...,Z,), které vsak
zname piedem|’] Tyto signély se tedy také podili na vyslednych hodnotéch Y.
Funkce, kterd obecné stoji za tim, jakym zplisobem je vysledny signal Y stvoren,
podle které by mélo Y = p+ CZ + AF + ¢, kde C" = (¢y,...,¢,) € R™* je
matice parametri, jejiz fadky ¢; udévaji, jakym zptsobem Z ovliviiuje jednotlivé
vysledné signaly Y;, j € {1,...,m}.

Pro n realizaci vektoru Y pak v maticovém zapisu plati

Y=1,u" +ZC" +FA" +E,

kde Z' = (Zy,...,Z,) € R™ a ostatni matice jsou definovany jako v tvodu
¢asti|3.1.2l To lze opét zkratit zavedenim matic B = (u, C,A) a X = (1,,,Z,F) na
Y = XB' +E. Za piedpokladu normality chyb modelu E ~ N, s (O, I, @ X)

IPokud vime, jakou piseii reproduktory prehravaly v danou chvili, tak vime i pifesnou hod-
notu signalu, ktery byl témito reproduktory emitovan.
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potom sestavime vérohodnost modelu analogicky jako v rovnici . Jestlize si
potom zavedeme apriorni rozdéleni jednotlivych parametri analogicky jako v ¢as-
tech ¢i[3.5] tak mtizeme opét vyuzivat tvrzeni[B7 a odvodit tak plné podmi-
nénd rozdéleni. Ukazme si vysledek za predpokladu, ze B|3 ~ N,y (14q+x) (Bo, D),
kde D je blokové diagonalni matice:

doo ho 0,

D= Oq Dy, @qu
0r Oiyxg Do

Tvrzeni 14. UvaZme model vychazejici z bayesovské faktorové analyzy nastinény
vyse, kde mame zahrnuty také zndmé regresory Z. Necht apriorni rozdéleni je
dano nasledovné:

F ~ N,xx (Fo, I, ® Q)
B2 ~ Ny, (po, Edoyo)
ClX ~ Ny (Co, X @ Dyy),,
AlZ ~ Npi (Mg, 2@ D)

X~ W, (Q,r),

kde faktory F jsou apriorné nezdvislé na ostatnich parametrech. Pak pro plné
podminénd rozdéleni parametru F, p, C, A a X plati

FIY, 11, C, A, S ~ Ny (ﬁ(u, A.C,%),L,® [ATSTA + Ql}l> :
plY,F,C,A, % ~ N, (ﬁ(IF,(C,A), ) {n - d&,é}_l) ;
(C|Y, F,pu, A, ~ meq (@(F, I, A), X® {ZTZ + Dl_ll} _1) )

AJY,F, 11,C, S ~ Ny (]\(IF, 1.C), S [FTF + D] _1) ,
SIY,F, g, A, C ~ W, (B (F, i, A, C),n+ v+ k+q+1),
kde
F(u,C,A,%) = (Y- 1" —ZCT)STA + Fo ) [ATS A+ 271,

-1

- o d
(Y—CZ—AF)+R+°’;&%M0,

p(F,C,A) =
l"l’(77) TL‘I‘da’(l)

1 1 — 1
kde Y = -Y'1,, Z=-7Z'1,, F=-F"1,,
n n n

~

C(F.u.A) = | (Y~ 17 ~FAT) z+ CoDy/| [27Z+ B3]

_ f@CZTZ +CoDy] [27Z + D]
Co=(Y-1,4" ~FAT) Z(272)", pokudZ7Z >0,

~ I T -1
A(F,p1,C) = | (Y = 1,p” —ZCT) F + AgD3; | [F'F + Dy

_ :_fXAIFTIF + AoDyy | [FTF + Dy -
Av=(Y-1,n"—2CT) F(F'F) ', pokudF'F >0,
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W(F, 1, CA) = (Y- 1u" —2ZC ~FAT) (Y- 1,u" —ZCT ~FAT) +
+ (p — Ho)da,(l)(ﬂ — o)+ (C = Co) D (C - Co) " +
+ (A= Ag)Dy (A — Ag)" + Q.

Diikaz. Lze dokazat analogickym zpisobem jako tvrzeni [6]

i

Na zakladé tohoto tvrzeni pak lze sestavit Gibbstv ¢i ICM algoritmus, po-
moci kterych 1ze ziskat odhady jednotlivych parametri. Algoritmy budou velmi
podobné tém sestavenym v ¢astech a 3.4l Staci pfidat parametr C, regresory
Z a modifikovat piislusné parametry po vzoru tvrzeni [I4]

Ovsem u moznych zobecnéni jsme zdaleka neskonéili. Jedno z nich nabizi sa-
motna Taylorova aproximace funkce, ktera mixuje jednotlivé signaly. Misto line-
arni aproximace, bychom mohli pouzit napriklad kvadratickou aproximaci. To by
ale vyzadovalo pracovat s tifrozmérnymi formami, tj. Gtvary z R™*¥*!_ S témi uz
se pracuje daleko hiife nez s maticovymi parametry, a proto se tomuto zobecnéni
nebudeme nadale vénovat.

Meéfteni Y7, ...,Y, vétsinou pofizujeme v ¢asech t; < --- < t,. Tedy by se
na né slo divat jako na mnohorozmérnou c¢asovou radu. V prikladé [4] 1ze oceka-
vat, ze sttedni hodnota signalu se néjakym zptisobem vyviji v ¢ase. Na pocatku
vecirku by signaly byly nizké, pak by se s pribyvajicim poc¢tem lidi velikost sig-
nalt zvétsovala, az by dosahla bodu, kdy se drzi stfedni hodnota signalu priblizné
na stejné tirovni. S blizicim se koncem samotného veéirku by métrené signély slably.
Stacilo by tedy ke znamym regresorim pridat vhodnou parametrizaci ¢asu pro
podchyceni vlivu ¢asu na stfedni hodnotu modelu.

OvsSem oSetTeni toho, ze po sobé mérené signaly jsou vice korelované nez ty,
které jsou méreny dale od sebe, jiz neni jednoduché. Museli bychom pouzit metod
mnohorozmérnych c¢asovych rad. Do nich se zde ale jiz poustét nehodlame.

V celé této kapitole jsme se seznamili se zdkladnim modelem bayesovské fak-
torové analyzy. Za riznych predpokladi modelu jsme si odvodili plné podminéna
rozdéleni neznamych parametrii. Na jejich zakladé jsme sestavili algoritmy, po-
moci nichz Ize tyto neznamé parametry odhadnout.

Tyto myslenky vsak v kontextu této problematiky nejsou nijak pokrocilé.
a v praxi daleko lépe pouzitelnéjsi algoritmy. Jeden z modeld, ktery se v praxi
pouziva pro své elegantni feseni odhadu poctu latentnich faktori, si predstavime
v nasledujici kapitole.
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4. Bayesovsky odhad poctu
skrytych faktort

V minulé kapitole jsme si odvodili, jak odhadovat parametry modelu fakto-
rové analyzy pomoci bayesovského pristupu, je-li pocet skrytych faktort predem
znam (viz priklad . Pokud neni pocet faktorti predem znam, tak se pri pouziti
klasického pristupu zkusi nékolik riznych voleb poctu faktorti k a vybere se ten
s prijatelné interpretovatelnymi vysledky. V literatute byla navrzena celd rada
ruznych kritérii, kterd se ale v celé radé pripadu neshoduji. Bayesovsky pohled
na tento problém vSak nabizi hned nékolik vyhod. Predevsim uSetii statistika
zasadnich rozhodnuti ovliviujicich strukturu modelu a nabizi alternativni zpi-
sob odhadu poctu skrytych faktori. Za timto tcelem ale budeme muset zasadné
pozmeénit definici modelu bayesovské faktorové analyzy.

Existuje vicero zpiisobti, jak si zadefinovat model s proménlivym poctem fak-
tort. Zde se budeme drzet postupu navrzeném v ¢lanku Contiové, Frithwirth-
Schnatterové, Heckmana a Piateka (Conti a kol., 2014). Pracuje se zde s modelem
urcujicich faktort (dedicated factor model), ktery si nyni predstavime.

4.1 Model urcujicich faktoriu

Zéasadnim principem zde bude predpoklad, Ze za nasim modelem muze stat
maximélné K™ latentnich faktorit F'. Pfedpokladdme, Ze pro kazdé méteni Y;,
Jj € {1,...,m} existuje nejvyse jeden faktor Fy, k € {1,..., K™} ktery ovliv-
nil méfeni Y;. Mize se tak stat, Ze se zde vyskytuji faktory ovliviiujici jeden
a vice méteni (tzv. aktivni faktory), ale mohou zde byt i faktory, které neovlivni
jediné z téchto méreni, tzv. neaktivni faktory. Pridéleni faktoru k néjakému po-
zorovani podléha pravdépodobnostnimu mechanismu, ktery si jesté podrobnéji
predstavime. Pocet aktivnich faktorti K je tak nahodnou veli¢inou s hodnotami
v {l,..., K™} Bayesovskym odhadem poctu faktora by tak mohla byt podmi-
néna stredni hodnota K pti dostupnych datech.

Uvazme zobecnény model faktorové analyzy se zndmymi regresory predsta-
veny v ¢asti [3.6.2, kde modelujeme m-rozmérny vektor Y jako soucet stiedni
hodnoty , linearni kombinace CZ znamych regresort Z dimenze ¢, soucinu fak-
torovych zatézi A se skrytymi faktory F dimenze K™**a vektoru chyb modelu
e, tj. Y = p+ CZ + AF + . Sluéme zde pro zjednoduseni zapisu p a CZ
do jediného vyrazu, tedy polozme B = (u,C) (matice nezndmych koeficientt)
aX = (1,Z")" (zndmé regresory). Rozklad Y tedy lze zapsat ve tvaru

Y =BX + AF +¢. (4.1)

Zasadni zména vSak nastéva ve struktute faktorovych zatéz A (nyni o rozmé-
rech m a K™). Jelikoz zde predpokladame, ze kazdou slozku vektoru Y ovliviiuje
nejvyse jeden z faktoru, tak A bude velmi fidkou matici (bude obsahovat nejméné
m (K™ — 1) nul). Zavedme si pomocnou (m x K™*)-matici A tvofenou prvky
Aj i € {0,1}, ktera urcuje, které zatéze \;j jsou nulové. Tedy

Aj,k =0=—= )\ng =0, Aj,k =1= )\j,k € R.
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Pocet aktivnich faktortit K odpovida poctu nenulovych sloupctt matice A.

Necht A; znad¢i jednotlivé Fadky matice A, tj. AT = (Ay,...,A,,). Pak A; =
Oxmax =: e znamena, ze ani jeden z faktort F' neovliviiuje méteni Y;. Je-li A; =
(0,...,0,1,0,...,0)" =: e, kde 1 se vyskytuje na k-té pozici, tak méfen{ Y; bylo
ovlivnéno faktorem Fj. Velikost tohoto vlivu je pak déna hodnotou A;;. Déle
budeme také pouzivat znaceni d;, které je definovano jako ¢; = k pravé tehdy,
kdyz A; = ex. Jednotlivé rovnosti z rovnice se tak pro kazdé j € {1,...,m}
zjednodusuji na tvar

V;=b/ X +e¢j, pokud 4; = 0,
Y, =bl X + N\, Fy, + ¢, pokud d; € {1,..., K™},

kde b; je j-ty fadek matice B, tj. BT = (by,...,by).

Pro identifikaci tohoto modelu bude zapotfebi ucinit nékolik predpokladii.
Opét potrebujeme, aby jak faktory F', tak chyby modelu € mély nulovou stredni
hodnotu, tj. EF = Ogmex a Ee = 0,,. O rozptylové matici 3 chyb modelu bu-
deme predpokladat, ze je diagonalni s kladnymi prvky na diagonale, tj. ¥ =
diag (0f,...,07,),07 > 0,5 € {1,...,m}. Nadéle predpokldddme, ze chyby mo-
delu e a faktory F' jsou nekorelované. Ovsem mezi jednotlivymi faktory povolime
korelovanost jako v modelu v ¢asti [3.6.1] Za pfedpokladi vyse lze pro varianéni

matici vektoru Y snadno odvodit, ze plati

varY = AQA" + 3, kde varF = Q>0 (4.2)
je varianéni matice faktora F'. Tuto matici jsme ovSsem schopni rozlozit na

Q =ViKV2, kdeV =diagQ, K = corr F. (4.3)

Potom bychom mohli zapsat AF = (AV_%) (V%F> = A*F™* a dostat tak jiné za-
téze a faktory, které splnuji pozadavky vyse. OvSem takovéto F'* ma pak variancéni
matici rovnou primo korelac¢ni matici K. Proto jedna z podminek zarucujici jedno-
znacnost bude, ze faktory F' maji jednotkovy rozptyl, tj. diag 2 = 1 gmax. OvSem
toto stale neurcuje faktory jednoznacné, jesté je totiz napriklad mozné povazovat
za zatéze —A* a za faktory —F™*. Nezadouci je také situace, kdy rank 2 < K™%
nebof pak by existoval takovy faktor, ktery by byl linearni kombinaci ostatnich.

Anderson a Rubin| (1956)) ve svém ¢lanku uvadéji riznd kritéria pro identifikaci
v modelu faktorové analyzy. Zde budeme potiebovat vétu 5.1 z tohoto ¢lanku.

Véta 15. (Theorem 5.1 |Anderson a Rubin, 1956) Necht A € R™* ¢ ¥ €
R™ ™ > 0 je diagondlni matice. Jestlize po odstranéni libovolného radku matice
A ezistuji dveé podmatice sloZené z riznych rdadku, jejichz hodnost je stejnd jako
hodnost A, pak X je identifikovdno jednoznacne a A je identifikovdno jednoznacné
aZ na prendsobeni libovolnou ortonormdalni matici zprava. To znamend, Ze pokud
nastane AAT + 3 = AAT + >, pak ¥ = 3 a existuje ortonormdini matice G
takova, zZe A = AG.

Tuto vétu pouzijeme na rozklad tak, abychom ziskali identifikovatelnost
3} v modelu urcujicich faktori. Pro splnéni podminek této véty vsak budeme
muset pridat dodatecny predpoklad o tom, ze kazdy faktor Fj je bud neaktivni
(k-ty sloupec A je nulovy), nebo ovliviiuje alespon 3 pozorovani. Za timto ucelem
si definujme pocet nenulovych policek v k-tém sloupci matice A jako ni(A) =
Z;‘nzl Aj,k-
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Véta 16. V modelu urcujicich faktoru, kde diag€) = 1gma, rank 2 = K™
a pro kazdé k € {1,..., K™} je bud ng(A) = 0, nebo ng(A) > 3, jsou para-
metry identifikovatelné az na trividlni rotace. Tedy matice A je identifikovatelnd
az na permutaci sloupcu. Faktorové zdtéze A a podmatice €2 odpovidajici nenulo-
vygm sloupcim matice A jsou identifikovatelné aZ na stejnou permutaci sloupci
a zmenu znaménka.

Diikaz. Podrobny dikaz je k nalezeni v ¢élanku Contiové a kol. (Conti a kol.,
2014)). Zde si ukazeme hlavni myslenky tohoto dukazu.

Nejprve si uvédomme, ze diky nasemu predpokladu je splnéna podminka
z véty [15] At uZ je odstranén nulovy ¢i nenulovy rfadek matice A, tak ve zbylé ma-
tici vzdy najdeme kazdy nenulovy radek alespon dvakrat. Proto lze vzdy nalézt
dvé disjunktni podmatice, které by mély stejnou hodnost (rovnou poc¢tu aktiv-
nich faktora K). Odtud dostdvame, ze matice X je identifikovatelna jednoznacné.
Tedy kdyz AQAT + 3 = AQAT + 3, tak & = 3. Tedy také dostavame, ze
AQAT = AQAT.

Na diagonale matice AQAT nalezneme )\]T)\j,j € {1,...,m}, kde A; jsou
fadky matice A, tj. AT = (A1, ..., An), nebot dle naseho predpokladu jsou diago-
nalni prvky wi, = 1,k € {1,..., K™*}. Tedy musi byt splnéno, ze )\J-T)\j = S\J-ij,
a pritom vime, zZe nejvyse jeden prvek tohoto vektoru je nenulovy. Odtud dosta-
vame, zZe A; je nulovy pravé tehdy, kdyz S\j je nulovy. Zaroven odtud vidime,
ze pripadny nenulovy prvek A; musi byt az na znaménko shodny s nenulovym
prvkem vektoru :\j. Nicméné toto neznamena, ze tento nenulovy prvek musi byt
urcen tomu samému faktoru k.

Podivejme se nyni na prvky mimo diagonalu matice AQAT. Uvazme takovy
par j a j’, ktery prislusi velicindm Y; a Y}/, které byly ovlivnény néjakym faktorem,
tj. 0; # 0 # oy (nenulove budou i 5 a 5 i+ 7 alternativniho rozkladu) Musi
platit, ze )\;rw(;ﬂ;j,)\ )\T~6 5,
az na znaménko stejné, tak musi i We; .5, A w(f;;’gj . az na znaménko stejné. Pokud
jsou méfeni j a j' urCeny tim samym faktorem k = §; = J;, pak jsme zpét
u diagonalniho prvku wy, = 1. Jsou-li vSak ve druhé reprezentaci urcené jinymi

)\ . Jelikoz nenulové prvky A; a )\ musi byt

faktory, tj. gj #+ gj/, tak dostavame, ze nediagonalni prvek &Jgj 5, = twpr = £1.
Ve druhé reprezentaci se tak vyskytuji dva perfektne korelované faktory, coz je
ve sporu s predpokladem rank 2 = K™= Tedy musi platit, ze k = 0; = 0js pravé
tehdy, kdyz k = 6; = ;1.

Odtud uz je zfejmé, ze reprezentace A a A maji stejny pocet nenulovych
sloupcil. Nicméné stéle se nemusi jednat o stejné faktory k a k. OvSem diky shod-
nym nulovym fadktm jiz mtzeme tvrdit, ze A je identifikovatelnd, az na permu-
taci sloupci. Potom A je identifikovatelna az na tu samou permutaci a moznou
zménu znaménka. Identifikovatelnost €2 je nutno zuzit jen na sloupce odpovi-
dajici aktivnim faktortim, nebot jen pro nenulové 6;,0;, gj,gj/ jsme ukazali, ze
B

75047/

g

Neidentifikovatelnost kovariancéni matice neaktivnich faktoru ani kovarianci
mezi aktivnimi a neaktivnimi faktory nas vsSak trapit nemusi, nebof skutecné
pouzivané jsou pouze aktivni faktory.
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Méjme dany pocet méreni m. Potom nejvyssi mozny pocet aktivnich faktori
K mize byt |%], nebot kazdy aktivni faktor musi mit nejméné 3 méreni, ktera
ovliviiuje (dle predpokladu identifikovatelnosti ve znéni véty [16). Jak muizeme
vidét v tabulce 3.1, pro m = 3 je omezeni |%] na maximélni pocet faktort
stejné jako Ledermannova mez, pro m > 3 v8ak jiz m/3 < ¢(m). Pozadavek
K™ < m/3 tak v sobé rovnou zarudi i splnéni Ledermannovy meze.

4.2 Vérohodnost a apriorni rozdéleni

Stejné jako doposud budeme predpoklddat, ze chyby modelu € a faktory F'
pochazeji z normalniho rozdéleni, tedy

g v Nm (Om, E) a F ~ NKmax (0Kmax,K> .
Pro vektor Y tak plati
Y|X ~ N, (BX,Y:= AKAT + %) & Y|X,F~N,(BX +AF.%).

K dispozici budeme mit opét n realizaci Y;,i € {1,...,n} ndhodného vektoru
Y spolu s pifslusnymi regresory X; = (1,Z;")". Zavedme si analogicky jako
v piedchozich modelech matice Y' = (Y7,...,Y,,), X' = (X4,...,X,), F' =
(Fy,...,F,)aE" = (gy,...,&,). Potom v maticovém zdpisu plati

Y=XB" +FA" +E.
Vérohodnost tohoto modelu sestavime analogicky jako v predchozich modelech:
p(Y|X,F,B, A, %)
—n 1 1 T T\ T T
o 2|73 .exp{—QTrE (Y- XBT —FAT) (Y- XB' - FA )} (4.4)

m n 1
[0 ¢ H (0']2) :. exp {_M (Y.j — ij — FAj)T (Y.j — Xb] — ]FAJ)} (45)
J=1 J

n

m - n 2
o IT (02) " - exp {_222 > (Vij— X[ b — 1(0; # 0)Fig Ny, ) } . (4.6)
j=1 Jji=1
kde jsme zavedli oznaceni Y,; pro j-ty sloupec matice Y.

O koeficientech B spojenych se znamymi regresory X budeme (podobné jako
v predchozich modelech v kapitole [3) predpokladat, ze jsou apriorné normélné
rozdélené. Budeme zde uvazovat zobecnénou verzi konjugovaného rozdéleni, tedy
rozptylovou matici nezavislou na 3. Konkrétné budeme predpokladat, ze

B~ Nm><(1+q) (Bﬂyﬂm ® ]D)) ) tedy bj ~ Nl+q (bO,jaD) ) vj € {17 s am}a (47)

kde By € R™*049) a4 0 < D € RIHD*(149) jsou pevné stanovené hyperparametry.
Réadky b; jsou tak apriorné mezi sebou nezavislé s riznymi stfednimi hodnotami,
ale stejnou rozptylovou matici . Apriorni hustotu pak lze po vzoru hustot ([1.5))

a (1.2)) zapsat ve tvaru
1
p(B[Bo, D) o< exp {—2 Tr(B—Bo) D™ (B — BO)T}
U 1

x T exp {—2 (b; —bo,) DL (b, — bgﬂ-)} .
j=1

(4.8)
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Dalsim parametrem, jehoz apriorni rozdéleni bude velmi podobné tomu pouzi-
vanému v predchozi kapitole, je rozptylova matice 3. Nyni vSak trvame na diago-
nalité této matice, a proto nebudeme povazovat X za reprezentanta z maticového
inverzniho Wishartova rozdéleni, ale jednotlivé diagonélni prvky budou pochézet
z jednorozmérného Wishartova rozdéleni (inverzni gama rozdéleni v jiné parame-
trizaci), a to nezavisle na sobé. Tedy

> =diag(of,...,0%), of ~Wilgv,), Vi€ {l,....om},  (49)

m

kde ¢; > 0 a v, > 2 jsou pevné hyperparametry. [Frithwirth-Schnatter a Lopes
(2012) doporucuji pouzit ¢; = (v, —4)/2 (S{/l)jj, kde Sy je vybérova kovarianc¢ni
matice vektoru Y z dat Y a kde v, > 4 neni prili§ nizké, napt. v, = 7. Apriorni
hustotu parametru X pak lze po vzoru hustoty zapsat ve tvaru

PG, Gms o) < [] (UJQ»)QUeXp{— 9 } (4.10)
j=1

2
2aj

O faktorovych zatézich A budeme opét predpokladat, ze pochazi z norméalniho
rozdéleni. Ovsem je tfeba vynulovat pfipady, kdy A, = 0. Pfesnéji — podminéné
rozdéleni A;i|A;, = 0 je degenerované rozdéleni v nule, naopak \;x|A;x = 1,07
bude normalni rozdéleni s rozptylem zavisejicim na UJQ- pro konjugovanost. Kon-
krétné pro kazdé j € {1,...,m} a k € {1,..., K™} plati

)\j7k|Aj,k = 1, 0']2- ~ N ()\07]', U?C%) s
)\j,k‘Aj,ka O'JZ ~ ]I(A%k = O)D{O} + ]I(Aj,k = 1)N ()\0,j7 O’?CL]') > (411)

kde Ao; € R a a; > 0 jsou hyperparametry. VSimnéme si, ze at uz je 9; #
0 jakékoliv, tak pfedpoklddame stejnou apriorni stfedni hodnotu Ao ; a stejnou
konstantu a; upravujici rozptyl. Casto se pro zjednoduseni voli a; = a > 0
shodné pro vSechna j. Potom a ma vyznam parametru ovliviiujictho nasi obecnou
miru informativnosti. Nemélo by byt piili§ nizké, ale ani volba a=! = 0 vedouci
na neinformativni rozdéleni neni zadouci, nebot znacné zpomaluje konvergenci
algoritmu. Hustotu podminéného rozdéleni A|A, 3 pak lze zapsat ve tvaru

m Kmax ﬂ(Ajy =0) _1 ()\k _ )\ _)2 ]I(Aj,kzl)
p(AlA,®) o IT TT [1gy )] [(U?) o {_MOH
Jj=1 k=1 03
' -1 N — Aog)2 | HE7FO
*Ule) eXp{_(MJ : (4.12)
j];Il [( ]) 2aj0]2-

Rozdéleni A|¥ nepodminéné A odpovida smési Diracova rozdéleni v 0 a nor-
malniho rozdéleni. Vahy téchto rozdéleni pro jediny prvek A;; pak odpovidaji
pravdépodobnostem jevi A, = 0a A, = 1, kterym se budeme vénovat nyni.

4.2.1 Apriorni rozdeéleni indikatoru

Na indikatorovou matici A budeme také nahlizet jako na nahodny element,
coz déla nas model flexibilnim. Rozdéleni této matice budeme specifikovat po jed-
notlivych fadcich A;,j € {1,...,m}, které maji uceleny vyznam. Tyto fadky
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mohou nezavisle na sobé nabyvat pouze nulového vektoru ey = Ogmax nebo

jednotkovych vektori e; s 1 na k-té pozici, k£ € {1,..., K™*}. OznaCme si
T = (70,71,...,Timax) " pravdépodobnosti téchto jevi, tj.
Kmax
PAj=elm)=7>0, je{l,....om}ke{l,...,K™}, Y 7n=1
(4.13)

Hustotu celkového maticového parametru A (vici ¢itaci mite) ziskdme soucinem
téchto pravdépodobnosti, ovsem potfebujeme zajistit, aby vysledna matice A spl-
novala identifika¢ni podminky ve vété[16] Zavedme si mnozinu D vSech takovych
matic A, které tyto podminky splnuji, t;j.

KIHaX
A€ {0,130 N AL <LV e (L, m);
D= . =1 . (4.14)
np(A)=>"A;, €{0,3,4,...},Vk € {1,..., K™}

i=1
Musime tedy z0zit apriorni rozdéleni pouze na mnozinu D. Jak toho docilit v praxi

si ukdzeme v samotné implementaci MCMC algoritmu v ¢asti 4.4.3] Celkové pak
lze zapsat hustotu A ve tvaru

max

p(AlT) o Ip(A H ), (4.15)

kde ng(A) =m— 31, nr(A) je pocet méfeni Y; takovych, které nejsou uréeny
zadnym z faktoria Fj. Presnou hodnotu multiplikativni konstanty v proporciona-
lité pro nase tucely nebude zapottebi dopocitavat.

Neni vSak prospésné mit pravdépodobnosti T stanoveny jako konstanty, bu-
deme je tedy povazovat za ndhodné parametry se svym apriornim rozdélenim.
To vsak zavedeme skrz parametr 7% = (719,77, ... ,Tf{max)T. Parametr 7y urcuje
pravdépodobnost, zda bude fadek A; nulovy. Jestlize nebude A; nulové, tak po-
tom s pravdépodobnostmi 77 > 0, 3270, 77 = 1, kter¢ si souhrnné oznacme
750 = (77, ..., Thmax), uréime, ktery z faktort ovliviiuje Y;. Budeme predpokla-
dat, ze nezéavisle na sobé pochazi 7y a 7%, z beta a Dirichletova rozdéleni (viz
cast , konkrétné

1o ~ Beta(a,5) a 7, ~ Dirgmax (). (4.16)

Hyperparametry a, 8 > 0 a a* jiz volime pevné. Nechceme-li zde vnaset néjakou
informaci, tak pouzijeme o = [ = 1 a a* = 1gmax vedouci na neinformativni
rozdéleni. Hodnoty nizsi nez 1 by odpovidaly situaci, kdy bychom chtéli preferovat
pravdépodobnosti 7* blizké 0 ¢i 1 (naopak pro hodnoty vyssi nez 1). Apriorni
hustota parametru 7 ma tvar

Kmax
p(me, By a") o i8N (1 — )P T ()t (4.17)
k=1
Pouzijme prevodnich vztahti mezi 7 a 7*:
To To . To To
T = = a T = ) = T>0 s
T>0 (1 —70)7% T>0 1—7
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abychom upravili hustotu (4.15]) do tvaru

Kmax
P(AIT) o< Ip(A) - 75" (1 = rg)m7mol&) TT (r)™ ). (4.18)
k=1

Spojenim (4.17)) a (4.18) tak dostdvame sdruzenou hustotu dvojice A a 7*:

Kmax
A, T o a") oc Ip(A) -7 AT (L — )Pl @TE T (it
k=1
(4.19)
Odtud je napriklad vidét, ze podminéné rozdéleni 7*|A lze opét vyjadrit jako
kombinaci beta a Dirichletova rozdéleni, konkrétnée

T0|A ~ Beta(a+ng(A),B+m —nog(A)) a 7i5|A ~ Dirgmx (o +n(A)),
(4.20)
kde jsme zavedli n(A) = (ni(A), ..., ngm(A)T.

Spravné modelovani indikatorové matice A a pravdépodobnosti 7* je klicové
pro idedlni funkénost algoritmu. Conti a kol. (2014]) provedli simula¢ni studii,
ve které se ukézalo, Zze pokud dokonce pro kazdé j-té méreni uvazujeme jinou
sadu pravdépodobnosti 77, tak algoritmus lépe rozeznava aktivni a neaktivni
faktory. Dokonce to odbourava vliv informativnosti apriorniho rozdéleni 7*.

4.2.2 Apriorni rozdéleni faktort

Jak jsme jiz avizovali v iivodu této ¢asti, budeme opét predpokladat, ze skryté
faktory F' jsou normalné rozdélené s nulovou stfedni hodnotou a s varianéni matici
K. Matice K je zéroven korela¢ni matici pro ucely identifikace, viz véta [16] Tu
vSak budeme také povazovat za ndhodny parametr modelu (pro lepsi adaptivitu
algoritmu). Pro korela¢ni matici neexistuje zadné pékné rozdéleni, které by slo
jednoduse propojit s apriorni hustotou faktort

n 1
p(FIQ) o |2 exp {—2 Tr Q‘lFTF}, (4.21)

kde v tomto pripadé € = K.

Pouzijeme metody margindlniho rozsiteni dat (marginal data augmentation),
kterd zde bude spocivat v docasném prevodu na model s obecnou rozptylovou
matici € skrytych faktorti. Jakmile budeme mit nagenerované €2, jiz budeme
moci prejit ke korela¢ni matici K. Toto korektné provedeme az pti implementaci
samotného algoritmu v ¢asti[d.4.1} Pripravme si tedy pravdépodobnostni schéma,
kterému bude parametr €2 podléhat.

Pro @ = V2KV (viz rozklad (&3)) obecnou pozitivné definitni matici bu-
deme predpokladat apriorni maticové inverzni Wishartovo rozdéleni s parametry
S = diag (51, ..., Skgmax) a v, tj. @ ~ IWgmax (S, vg). To znamend, ze apriorni
hustota je

_ gmax_

v, 1 12 1
P(QS: ) o S| F exp {—2 Trn—lg} . (4.22)
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P . . Ny Gt ‘v oy
Pomoci véty o transformaci |C9|s jakobidnem |V|™ 2 se snadno ukéze, Ze sdru-
zend hustota V a K ma tvar

max _gmax g

vo— — 12 12 ]_
p(V,K[S; vo) o |S] 2 [V~ 25 \K|_2Qexp{—2TrV_1K_lS}

y K max V07K111ax71 _ VQmeaijl S K_l
X ’KFTQ IIs ~ Vi ’ eXp{_k(QV)M}'
k=1 "

(4.23)

Odtud vidime, Ze podminéna hustota k-tého diagonalniho prvku Vi, = wy, , matice
V pti znalosti S, i K nabyva tvaru hustoty skaldrniho inverzniho Wishartova
rozdéleni, konkrétné

VilK, S~ IWy (Sk(K )k, v — K™ 1), Vk € {1,... K™} (4.24)

Pouzitim tvrzeni [3| jsme schopni vyintegrovat vSechna Vj, z hustoty (4.23)) a urcit
tak hustotu K nepodminénou znalosti V. Ta ma tvar

Kmax VQ _Kmax -1
_¥ N\ —
p(K) o< |K| 7 kr:[l (x )kk o (4.25)

kde konstanta v této proporcionalité jiz nezdvisi na S. Ovsem jiz zde nepozoru-
jeme zadné bézné pouzivané rozdéleni.

Parametr S = diag (S, ..., Sgmax) muzeme volit jako fixni hyperparametr.
Huang a Wand| (2013) vsak navrhuji tento parametr zndhodnit. O jednotlivych
diagonalnich prvcich Sy se v tomto pripadé predpoklada, ze pochazi z Wishartova
rozdéleni (gama rozdéleni v jiné parametrizaci), konkrétné

Si~ Wy (Vg 1) =T 11 Vk e {1,..., K™} (4.26)

k 1(7/§k, 2,2V*§]§ s Sy s .
kde v* = (vg — K™ — 1) — K™ + 1 = vy — 2K™> a & > 0 jsou jiz pevné
hyperparametry. Hustotu parametru S pak 1ze po vzoru psat v soucinovém
tvaru

(S)—K]‘mfxs*%ex {—S’“} (4.27)
p 11 k p 21/*5]3 . .

4.2.3 Shrnuti apriorniho rozdéleni

Ve vyse popsaném modelu se vyskytuje velké mnozstvi parametri. Proto zde
uvadime prehledné shrnuti.

Primarnimi parametry modelu jsou latentni faktory A, regresni koeficienty B,
faktorové zatéze A a diagondlni rozptylova matice chyb modelu 3. Tyto para-
metry primo vystupuji ve vérohodnosti . Sekundérnimi zndhodnénymi pa-
rametry jsou indikatorova matice A a rozptylova matice latentnich faktort €2
(pripadné K). Tyto parametry ovliviiuji apriorni rozdéleni primarnich parame-
tri. Pro vétsi flexibilitu algoritmu zavadime i terciarni ndhodné parametry 7*
a S, které ovliviiuji rozdéleni sekundarnich parametri. Pevnymi (predem stano-
venymi) hyperparametry modelu jsou b ;, D, q;, Vs, Ao, aj, @, B, &*, vq a &,
kde j € {1,...,m} a ke {1,..., K™>*}. Naddle tyto hyperparametry nebudeme
vypisovat do vzorct hustot pro zkraceni zapisu.
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Celkové apriorni rozdéleni vSech znahodnénych parametri modelu lze rozdélit
na tfi na sobé nezavislé ¢asti. Prvni ¢asti je apriorni rozdéleni ¢tverice A, 3, A
a 7%, jejiz hustotu lze pomoci postupného podminovani rozlozit na nésledujici
soucin hustot
PAE, A7) = p(A|E, A) - p(X) - p(A|T7) - p(T7) -
—_—— Y ——— ——

Nachézime-li se v (neidentifikovaném) rozsiteném modelu s obecnou rozptylovou
matici faktoru €2, tak zde lze apriorni hustotu trojice I, €2 a S zapsat ve tvaru

p(F,Q,S) = p(F|€2) - p(2[S) - p(S) -
— —— —~—
Vyjadiime-li parametr €2 ekvivalentné pomoci dvojice K (korela¢ni matice) a V

(diagonalni matice s jednotlivymi rozptyly na diagonale), tak dostaneme apriorni
hustotu

p(F,V,K,S) = p (F|Q = V2KV?) - p(VK,S) - p(K) - p(S) .
—— Y
@21

Zbyva apriorni hustota (4.8) parametru B, ktery neni nijak spjaty s ostatnimi
znahodnénymi parametry.
Dohromady ma tedy apriorni hustota znahodnénych paramert tvar

p(F,B,A, 3 A 75, Q,S) =
=p(B) - p(A|A,X) - p(X) - p(A|T7) - p(77) - p(F|2) - p(2S) - p(S). (4.28)

Nazornéji je struktura naseho modelu vidét v diagramu [£.1I} V kruzich jsou vy-
znaceny znahodnéné parametry a v obdélnicich pevné stanovené hyperparametry.
Dostupna data X a Y jsou zakreslena uvnitt kruhu i ¢tverce. Jsou zde zachyceny
jednotlivé irovné modelu (ovliviiovani funguje smérem odshora doli). Jsou zde
vyznaceny i jednotliva rozdéleni, ktera byla predpokladéana.

4.3 Aposteriorni rozdéleni

Nyni dejme dohromady vérohodnost modelu a hustotu apriorniho
rozdéleni zndhodnénych parametri definovanych v predchozi kapitole. Podle Ba-
yesovy vety 2] je aposteriorni hustota znahodnénych parametri modelu urcujicich
faktort proporcionalni

p(F,B,A, S, A, 7, Q,S|Y,X) « p(YX,F,B, A, )
-p(B) - p(A|A,X) - p(2) - p(A[T*) - p(T*) - p(F|Q) - p(S) - p(S). (4.29)

aposteriorni rozdéleni vSech téchto parametrii. Ovsem diky vhodnym volbam apri-
ornich rozdéleni jsme schopni uréit plné podminéné rozdéleni a na jejich zakladé
sestavit algoritmus pro MCMC odhad parametri.
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Algoritmus, ktery pouzijeme, vSak bude daleko sofistikovanéjsi nez Gibbsiv
algoritmus, ktery jsme pouzivali doposud. Budeme pro néj potrebovat nejen plné
podminéna rozdéleni, ale také ¢astecné marginalizovand aposteriorni rozdéleni.
Timto zajistime lepsi vlastnosti tohoto algoritmu (mensi autokorelovanost, rych-
lejsi konvergence k aposteriornimu rozdélent).

Nésledujici tvrzeni ukazuje, jak si poradit s parametry A, 3 a A zaroven.

Tvrzeni 17. V modelu urcujicich faktoru definovaném v cisti s apriornim
rozdélenim zavedenym v casti[{.9 lze hustotu plné podminéného rozdélent trojice
(A, X, A) rozlozit na soucin tri hustot:

p(A, S AlY, X F B, 7)) «x p(AlY, X, F, B, 3, A)-
p(EY,X,F,B,A) - p(A]Y,X,F,B, 7). (4.30)

Podminénd rozdeleni ndleZici témto hustotdm jsou

~

)\j7k‘Y.j,X,F.k, b, 0'2 Aj,k ~ ]I(AL]{ = O)D{O} + ]1<Aj,k = 1)N (ALk? TjﬁO'?) ,

JrY g0

02|V oy, X, F, by, A ~ Wy (W5, + 1)

K maz —1
P(A; =e;|Ye;, X,F,b;, 7°) = [ Z exp (Oj(kal))] ’
1=0
V*7 5]% a, ﬁ’ a*

Beta

e qj, Vo

@13) W/ (@)

N,y (XBT +FAT, I, ® 2)

Y

Obrézek 4.1: Diagram popisujici strukturu modelu uréujicich faktor.
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kde proj € {1,...,m} a k € {1,..., K™} jsou

1, k=0,
Tik = _
PO (FLFac e ke (L. KT,

~ )\ .
)\j,k = Tj,k [(Y,]‘ — ij)T F.k + 07]] 5

a;

~ 2
Wi = g5 (Vs = X)) T (Yay = Xb;) + 10k 2 0) (05" = (R3) 772

0,57
0, k=1,
1 - 2 U 1—
—log (7‘”) _ntv log (qj]’l>—|—log< TOTI*>, E=0,1#0,
O%=h _ 2 a; 2 7,0 To
J 1 T n+ v, —2 LY T
—log — log +log | — |, k#0,1+#0,
2 Tk 2 Uk T

J

Diikaz. Rozlozeni hustoty na soucin tii jinych hustot je zfejmé ze znamé
vlastnosti vyjadreni hustoty vice parametrtit pomoci postupného podminovani.
Déle si odvodme, o jaka se jedna podminéna rozdéleni, na néz tuto hustotu roz-
kladdame. Hledané rozdéleni nezavisi na Q a S (také ndhodné parametry modelu),
nebot ty z hierarchie naseho modelu ovlivnuji pouze F, kterym ve vsech pripadech
podminujeme.

Podminéné rozdéleni A uvazované v tomto tvrzeni je vlastné klasické plné
podminéné rozdéleni, jak bylo zadefinovano v ¢asti [2.3.2] nebot podminujeme
znalosti vsech ostatnich parametrii modelu. Podle tvah v této ¢asti lze plné pod-
minénou hustotu ziskat vyjadrenim hustoty

p(AlY,X,F,B, =, A) o p(Y|X,F,B,A, 2) - p(A|Z, A)

. ﬁKﬁx []1{0}(%70}1(5]-:0) ' ﬁ (0?)—g (ajo_?>—%1(5j750)'
j=1 k=1 j=1

Ais. — )2
(Yoj — Xb; —FA)) " (Yo; — Xb; — FXj) + 1(5; # o)w

_ J
exp 20_]2

jako funkce v proménné A. RozloZme to na jednotlivé prvky A, pii znalosti 0]2,
A, a ostatnich. Za znalosti A = 0 vime, ze musi byt A, = 0. Pokud ovSem
Ajr=1,1tj. 0 # k = 0;, tak zbyva vyraz

1 T Ao, — Xoj)?
exp {_M [(Yoj — Xb; — Fo, >\j,5]-) (Yoj — Xb; — ]F.gj/\j,5j> + Qg = Aog)” — 05) 1 }
J i

vyjadiit jako exponencializovanou kvadratickou formu v A;s. . Za timto tcelem
pouzijeme tvrzeni [E_W] s hlavni proménnou X* = A; ;.. Dostavdme tak rozklad

exp {—2;2 Ny = X)) (Fig s, +a5") + (s, = a5) } ’ .

J
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kde W;;, a /A\jﬁj jsou definovany jako ve znéni tvrzeni. Z tohoto rozpisu je jiz
zfejmé, Ze pIné podminéné rozdéleni A ;, pii A, = 1 musi byt normélni rozdéleni
se stfedni hodnotou vak a rozptylem 7; 07,

Déle pottebujeme ziskat hustotu rozdéleni X|Y, X, F, B, A. Vsimnéme si, ze
tato hustota nezavisi na A, tedy se nejednd o plné podminéné rozdéleni (to
by na A jisté zaviselo). Musime tedy uvazovat hustotu sdruzeného rozdéleni
A S|Y, X F B, A, ze které je treba vyintegrovat parametr A. Tato tloha se zjed-
nodusi pomoci Bayesovy véty [2] nasledovné:

p(Z|Y,X,F,B,A) = /p(A,Z‘]Y,X,F,]B%, A)dA

xp(S) - [ p(YX,F,B,A, %) - p(A[S, A)dA,

Jiz. jsme si odvodili, ze p(Y|X,F,B, A, %) - p(A|X, A) je v. A az na konstantu
hustotou smési Diracova a normalniho rozdéleni. Lze tedy jednoduse vyintegro-
vat A (stdle podminujeme A, takze vime, zda je A;j, nulové nebo zda pochézi
z normalniho rozdéleni).

Za timto ucelem pouzijeme tvrzeni[3, kde pro j takové, ze §; # 0, je

o~

2
/(271.73,5]_0.]2.)7 exp { — ()\j,5j - )\j,rij) d>\j,6j -1

s o2
2 215,07

N

Dejme proto dohromady apriorni hustotu 3 (rovnice (4.10)), nevyintegrovany
zbytek z rozkladu (4.31) a konstantu r;s,, kterd byla zapotiebi pfi integraci.
Dostaneme, ze

Tis %M‘Sﬁéo) _ntvg 1
2 5.5 2T 2
p(05Yej, X, IF, by, Aj) o ( J) (%) exp {—202 [qj + W5 — qj] } ,

j (4.32)

__ntve \I](s
x (0?) ? exp {—235} : (4.33)
J

Odtud jiz vidime, ze pro kazdé j (i ta, pro kterd 6; = 0) je podminéné rozdéleni 0']2»
pri znalosti ostatnich parametri az na A opét inverzni Wishartovo s parametry
Vs, an+ v,

Zbyva urcit rozdéleni A|Y, X, F, B, 7*, tedy rozdéleni nepodminéné A a X.

Podobnym zptisobem jako vyse u X Ize odvodit, ze

p(AY, X, F, B, 7*) = /p(A,A, SIY, X, F,B, 7)d(A, X)

x p(Alr) [ p(YIX,F.B A, T) - p(AIS, A) - p(T) d(A, T).

p(Y,AZIXFB,A)

p(YIXFB,A)

o<p(A|~r*>/p(z>/p(Y|x,F,B,A, 2) - p(A[S, A)AAdS,

Integrovani podle A jsme jiz provedli pri odvozovani podminéného rozdéleni X.
Tentokrat pouzijeme tvrzeni [3| za ticelem integrace vsech 0]2-, kde nyni musime

72



_ntvg—2

doplnit konstantu I'(®5¢= — 1)(W; 5. /2)~ 2, aby zde vznikla hustota, ktera se
vyintegruje na 1. Tuto konstantu pridejme k nevyintegrovanému zbytku, ktery
miuzeme vidét ve vyrazu . Meéjme vsak na paméti, ze dulezité jsou pouze ty
cleny, které zavisi na A.

Dostavame tak, ze

m ,r,j 5 %]l(aj;éo) _ntvg—2
307 2
p(YIX,F,B, A) Ul (aj ) (¥)s,) :
7= (4.34)

_ntvg—2

11(5;#0)
) (w,5,) > . Vie{l,...m}

p(Yo|X, F, by, A)) o (W
a

J

Odtud jiz dostavame, ze ¢astecné marginalizovana aposteriorni pravdépodobnost
toho, ze A; nabyde hodnoty ey pro néjaké k € {0,..., K™} (ekvivalentné, ze
d; = k), je proporcionalni vyrazu

P (A] = 6k|Y.j,X,]F, bj,T*) X

Ts %]l(k;é()) ntvg—2
B () ()" F ()"0 (1= o)) L (4.35)
aA

J
Jelikoz soucet pravdépodobnosti musi dat souc¢tem opét 1, tak dostavame, ze
P(AJ = €k|Y.j, X, IF, b]’, T*) =

p 3100 mivg=2 g 170
(9’) (Ui) " 2 ()"0 = 7)mp)

a;
N T1(140)
Jmax T",l 2 _ntvg—2 1(1=0 (150 (436)
()™ e e -
= J
max _ntvg—2 —0)_ _ 1
-5y <f>< DD (o
=\ Tik \Yjk (1—1) (7 ) L)

Nyni jiz jen staci vzit logaritmus sc¢itance této sumy a dosadit pro rtzné volby k
a [, abychom ziskali logaritmované poméry O](-]Hl) ve znéni tvrzeni.

g

Prevod na logaritmus se zde provadi z vypocetnich divodi. Eliminuje se tim
tak numerickd chyba, kterd by mohla vzniknout délenim c¢islem velmi blizkym
nule. Zatim jsme vSak neresili, jak zajistit, aby A spliiovalo podminku véty [15]
tj. A € D. S timto problémem se vyporadame pozdéji v samotném MCMC
algoritmu (&ast [1.4.3).

S touto trojici parametru (A, X, A) je jesté spojen tercidrni parametr 7*,
ktery ovliviiuje pouze A. Kromé svého apriorniho rozdéleni a rozdéleni A|r* jiz
nikde jinde nevystupuje. Proto plné podminéné rozdéleni 7* vlastné odpovida
podminénému rozdéleni 7*|A, které jsme si jiz jednoduse odvodili v ¢ésti m,
viz rovnice .

Nasledujici tvrzeni udava plné podminéna rozdéleni druhé skupiny parametri,
ktera se poji s latentnimi faktory F.
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Tvrzeni 18. V modelu uréujicich faktori definovaném v ¢dsti[{.1] s apriornim
rozdélenim zavedenym v cdsti jsou plné podminénd rozdéleni parametru F,
a S nasledujici:

= Tx—1 1]t
IF|Y,X,IB%,A,E,Q~Nnmeaz<IF,]In®[A A+ Q7 )
QIF,S ~ IWjema (JFT]F +S,n+ VQ) ,

-1
1 —1 max max
Sk|Q~W1(<V*§%+(Q )M> o — K ),ke{l,...,K 1,

kde F= (Y- XBT)S A [ATS A + Q*l]’l .

Dikaz. Plné podminéné rozdéleni F lze odvodit analogicky jako v c¢asti [3.6.1
s Fo = O, « gmax. Vysledek je vlastné obdobou plné podminéného rozdéleni v tvr-
zeni [14] Dilezité je uvédomit si, ze podminujeme znalosti parametru A, v némz
je jiz promitnuté A, které jinak primo ve vztahu s F neni. Proto jiz A, natoz 7*
v plné podminéném rozdéleni nefiguruji.

Parametr €2 ve vérohodnosti nijak nevystupuje, proto pri urc¢ovani plné
podminéného rozdéleni parametru €2 nebudou data Y, X a parametry B, A, 3,
A a 7 hrat zadnou roli. PIné podminéné rozdéleni €2 zavisejici pouze na F a S se
tak ziska pouze spojenim apriorni hustoty a hustoty rozdéleni F|2 .
Podle Bayesovy véty [2 tak

n+VQ

P(QF,S) o< p(F€)p(2S) oc (27>

- exp {—; TrQ ! (FTF + S)} . (4.37)

a tedy podminéné rozdéleni Q|F,S je maticové inverzni Wishartovo s parametry
F'F+San+ .

Podobné jako u predchoziho €2 mizeme i u S vyloucit data Y, X a parametry
B, A, X, A, 7, a dokonce i faktory F z plné podminéného rozdéleni. Dejme
proto dohromady apriorni hustotu parametru S s informaci o S obsazené
v hustoté rozdéleni Q|S v rovnici . To jsou totiz jediné hustoty ze speci-
fikovaného modelu, ve kterych se S vyskytuje. Tim z Bayesovy véty [2| ziskame
hustotu podminéného rozdéleni S|

KUy k™11 S 1
p(SIR) o« p(@S)p(S) o T 5 exp{—; (ﬁ(ﬂ‘l)kk)}’
k=1

v, ;
(4.38)
které je zaroven plné podminénym rozdélenim parametru S. Pro jednotlivé di-
agonalni prvky Sy pozorujeme hustotu Wishartova rozdéleni s parametry
uvedenymi ve znéni tvrzeni.

O

Zbyva jiz jen urcit plné podminéné rozdéleni parametru B, ktery neni apri-
orné nijak propojen s zadnym ze znahodnénych parametrii. Toto rozdéleni ur¢ime
pro jednotlivé fadky b, této matice stejné, jako jsme specifikovali apriorni rozdé-

leni (4.7)).
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Tvrzeni 19. V modelu urcujicich faktori definovaném v cdsti s apriornim
rozdelenim zavedenym v cdsti je plné podminené rozdeleni parametru B nd-
sledugici:

bylYas, X, B, g, 02~ Ny (B, [0, X707 ) Wy {1, m),
kde b; = [U;QXTX+D—1]_1 (072XT (Yo; = FXj) + D by ) .

Diikaz. Pro plné podminénou hustotu parametru B budeme potiebovat dat do-
hromady vérohodnost (4.5)) a apriorni hustotu (4.8)). Zfejmé

m |
p(BIY,X,F, A, %) x [[ eXp{ — 5[y = bo) D (b — bu) +

j=1

+ 052 (Yay = Xb; = FA))" (Yoj — Xb; —FA)) | }

Zaméime se dale na jednotlivé fddky b; matice B, které budou zjevné nezavislé
i v aposteriornim rozdéleni. Pomoci tvrzeni s hlavni proménnou X* = bjT
doplnime néasledujici vyraz na ¢tverec:

oy (5]XT — (YL - ATFT)) (b]XT — (YL, - AJFT)) +
+ (6] — b)) D (b] —b7;) = (b~ b)) [072XX+ D] (b~ b;) -
~b] [U;QXTX + D*l} b+ 072 (Ye; —FA))" (Yo — FA)) + by D by,

kde lA)j ma tvar, jenz je uveden ve znéni tvrzeni. Na b; jiz pak zavisi pouze prvni
clen tohoto rozkladu, a tedy

p(b;|Ye;, X, F, Ay, 0]2.) X exp {—; (bj — Bj)T [UJT?XTX + ID)—l} (bj — B])} ,

(4.39)
coz odpovidé hustoté (|1.2]) vektorového normélniho rozdéleni.
]

4.4 MCMC algoritmus

V predchozi ¢asti jsme si pripravili vse potfebné pro to, abychom mohli defino-
vat algoritmus, pomoci kterého budeme vhodnym zptisobem generovat z odvoze-
nych rozdéleni. Tento algoritmus byl prezentovan v c¢lanku |Conti a kol.| (2014
v obecnéjsi verzi. Zde si tento algoritmus na nékolika mistech zjednodusime,
ovsem zapis jednotlivych krokti provedeme velmi konkrétné a prehledné.

Zékladem bude opét Gibbsuv algoritmus, ktery vsak bude zapotrebi rozsirit
o metodu margindlniho doplnovani dat. Ani tato procedura vsak nezajistuje, ze
nagenerované hodnoty v ¢-tém kroku budou spliovat predpoklady modelu ur-
cujicich faktorii. Bude proto nutné rozsitit algoritmus o takzvany Metropolistiv-
Hastingsuv krok, ktery zajist{ splnéni podminek véty [I5 Cely algoritmus tak
bude rozdélen na tii ¢asti.
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4.4.1 Metoda marginalniho doplnéni dat

Nejprve se vyporadame s generovanim skrytych faktoru F a rozptylové (zaro-
ven korela¢ni) matice K z jejich spoletného plné podminéného rozdéleni F, K|Y, X,
B, A, 3. Pripominame, ze pro identifikaci naseho modelu vyzadujeme, aby roz-
ptylova matice faktort méla na diagonéle samé jednicky (véta , tedy, aby to
byla praveé korela¢ni matice K a nikoliv obecna pozitivné definitni matice 2. Ge-
nerovani primo korela¢ni matice je vSak velmi naroc¢né. Prevedeme tak docasné
model s korela¢ni matici K na model s obecnou varian¢ni matici €2 pomoci roz-
ptyla V = diag(V3, . .., Vgmax). Po nagenerovani nového © model prevedeme zpét
na model s varianéni matici totoznou s korela¢ni matici K.

Predpokladejme, ze mame k dispozici data Y a X a k nim posledni nagene-
rované hodnoty B!, A*, ¥ (tyto budou pochdzet ze soucasného i-tého kroku, viz
algoritmus [6]) a také korela¢ni matici K’~! z minulého kroku. Nésledujici algorit-
mus nageneruje nové parametry F a K’ z rozdélen{ F,K|Y,X,B, A, X. V rdmci
procedury také dochézi k preskalovani matice faktorovych zatézi A’

Algoritmus 5. Generovani F a K pomoci margindlniho rozsireni dat.
Vstupy: data Y a X, posledni nagenerované hodnoty B, At, ¥t o Ki~1.
Vijstup: nové F* a K' z rozdélend F, K|Y, X, B, A, X, ddle upravené A°.
Postup: V ndsledujicim poradi proved tyto kroky:

a) Generuj F* z plné podminéného rozdéleni F|Y, X, B!, A", 3" Q = K1 #.
. NT -1 . 117t . ,
N,y gmar | F, I, ® {(A’) (2’) A+ (Kz ) } ., viz turzend [18.

b) Generuj S;M-OT z apriorniho rozdéleni parametru S, tj. k-ty diagondlni prvek

z rozdélent Wy (v*€2, 1), viz (4.26)).

c) Generuj rozptyly V¢ . 2 rozdéleni VIK = Ki71.S = S! tj. k-ty diago-

prior prior’
ndlni prvek z rozdeleni

W, ((Sp)k ((Ki-l)_1>k v = K7 1) . iz (@24).

)

d) Preved model s (A", F', K""1) na model s (1&1,1@,@’), kde

1

A=A (V;”.OJ_% , Fi=F (V;”-Or)% , Q= (V;)rim‘)% K™ (V;Tior) :

e) Generuj S' z plné podminéného rozdéleni S|Q = QF, tj. k-tj diagondlni
prvek z rozdelent

W, ((15 “(@7),)

f) Generuj Q' z piné podminéného rozdéleni QF = F'S = S, tj. z rozdélent

—1
v — K m“"”) ., iz turzend[I8

~ N T ~. .
IW g mas <<FZ) F' + S, n+ I/Q) ., wviz turzend [18.
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()

g) Z nové rozptylové matice QU extrahuj diagondini prvky do matice Viost =

diag Q. Novd korelacni matice tak md tvar
I
) 9 (Vi)

h) Preved model s ([V,]Fi, QZ> na model s (A%, ", K'), kde piedefinuj

D=

K’ := (Vi

post

) F':=F (V;ost)_

[N
[SIE

A=A (Vi)

Konec algoritmu.

. . o i AT e )
Vsimnéme si, ze sou¢in F* (A*)  zustava zachovan, nebot

F (A) = (V) (Vo) - (Vo)* (Vo) > ()

nové F? nové (Ai)T

To je také divod, proc¢ je nutno parametr A predefinovat.

Algoritmus 5| zde byl zjednodusen v porovnani s tim, ktery uvadéji |Conti
a kol.| (2014)). Autori v onom ¢ldnku navic navrhuji rozdélit faktory F na aktivni
a neaktivni. Neaktivni faktory pak lze jednoduse vyintegrovat, nebof ve véro-
hodnosti viibec nevystupuji. Generuji se nejprve aktivni faktory, posléze se blo-
kové generuje 2 a az na zaver neaktivni faktory. Tato procedura vsak vyzaduje
znalost toho, jak pracovat s jednotlivymi bloky matice pochéazejici z inverzniho
Wishartova rozdéleni. Vzhledem ke komplikovanosti této procedury ji zde jiz vice
nebudeme rozvadét.

Nicméneé tato sofistikovand modifikace velmi zlepsuje vlastnosti algoritmu.
Snizuje napriklad vysokou autokorelovanost generovanych korela¢nich matic, ¢imz
zaroven zlepsuje schopnost algoritmu objevovat potencidlni nové faktory mezi
témi neaktivnimi. Urychluje také konvergenci generovaného fetézce ke svému li-
mitnimu (stacionarnimu) rozdéleni.

4.4.2 Zakladni Gibbsuv algoritmus

Nyni si ukazme algoritmus, pomoci kterého budeme generovat cely novy sou-
bor (zndhodnénych) parametri 8" = vec (F!, B', A’ X! A’ 75! K'), jestlize jiz
mame k dispozici pfedchozi hodnotu vektoru 8°~!. Potiebujeme opét vhodné zvo-
lit pofadf. Zde za¢neme generovénim trojice (A’, 3%, A’) podle tvrzeni [17} Diky
tomu v uplné prvni iteraci nebude zapotiebi pro tyto parametry stanovovat po-
¢atecni hodnoty. Pokrac¢ovat budeme regresnimi koeficienty B’ podle tvrzeni [19]
Nyni pomoci algoritmu [5| z pfedchozi ¢asti nagenerujeme faktory F? a jejich kore-
la¢ni matici K. Na z&vér uz jen upravime pravdépodobnosti 7* pro piist{ iteraci.

Algoritmus 6. Generovdni nového souboru parametri @ modelu urcujicich fak-
tori.

Vstupy: data Y a X, posledni nagenerované hodnoty 1.

Vijstup: nové 6°.

Postup: 'V ndsledujicim poradi proved tyto kroky:

1) Po vzoru tvrzem/ postupné generuj
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a) A' z podminéného rozdéleni A|Y, X, Fi=1 B 711 i j-ty rddek A;
nabyde hodnoty vektoru ex, k € {0,1,..., K™} s pravdépodobnosti

K maz -1
P (AL = el Yay, X, b0 70 1) = LZ exp (O;(k = m] :
=0

b) 3¢ 2 podminéného rozdéleni X|Y, X, F=t Bt AY, t). j-ty diagondlni
2)* T o d _
prvek (%’) z rozdeélent IW4 <\I/j75;,, n—+ I/U),

c) A z podminéného rozdéleni A|Y, X, F =1 B~ 3¢ A, tj. pro kaZdé j €
{1,....m} a k € {1,..., K™} takové, Ze A}, = 0, nastav \j = 0

A ~ i
s v i . v . 2
a pro takové, Ze A%, =1, generuj \;x z rozdéleni N ()\j,k, Tk (aj) )

2) Generuj regresni koeficienty B' z plné podminéného rozdélent, tj. j-ty rddek
b;'. z rozdelent

-1

~ 1
Niyy | b, |——X'X+D! . wiz turzeni[19

(3)
3) Generuj F' a K' pomoci algoritmu @

4) Generuj " z piné podminéného rozdéleni 7| A, tj. proni sloZku T 2 rozdé-
leni Beta (a4 ng (Al) ,B+m —mng (AY) a zbjvajici slozky T2 z rozdéleni
Dir gemas (@ + m (AY)), viz rovnice |4.20

Konec algoritmu.

Tento algoritmus lze jesté vylepsit tim, ze v kroku /) generujeme pro kazdé
jeA{l,...,m} jiné Tj*’i. Je vSak nutné namisto ny(A?) a n(A?) uvazovat pouze
J-ty scitanec, ktery se pro k € {1,..., K™} zjednodusuje na 11(52 = k). Takto
jsou pravdépodobnosti aktivity faktoru F}; daleko flexibilnéjsi a dojde k zrychleni
konvergence tvoreného markovského tetézce k aposteriornimu rozdéleni.

OvsSem algoritmus [6] bohuzel sdm o sobé nesta¢i pro generovani onoho mar-
kovského tetézce. Tento postup totiz nezarucuje podminku identifikovatelnosti
z véty [15] tj. aby nix(A) bylo bud nulové (k-ty faktor je neaktivni), nebo m4
aktivni faktor k alesporn 3 méfeni (ng(A) > 3), ktera ovliviiuje. Za tcelem zajis-
téni identifikovatelnosti jesté budeme potiebovat rozsitit algoritmus o takzvany
Metropolisuv-Hastingsuv algoritmus.

4.4.3 Metropolistiv-Hastingstiv algoritmus

Potfebujeme docilit toho, Ze generovany soubor parametrii 6° spliiuje pod-
minky identifikace z véty [I5] V rdmci generovani tohoto i-tého souboru prove-
deme algoritmus [6] nékolikrét za sebou, posléze obratime pofadi generovani a pro-
vedeme stejny pocet opakovani algoritmu [6] Posledni generovany soubor budeme
povazovat za kandidata na dalsi stav 8%. V takzvaném Metropolisové-Hastingsové
kroku pak tohoto kandidata prijmeme, pokud splnuje podminky identifikovatel-
nosti ve vété Jestlize tyto podminky nespliuje, tak markovsky fetézec setrva
v predchozim stavu 0!,

Zde je matematicky zapis tohoto algoritmu.

78



Algoritmus 7. Metropolisiv-Hastingstuv algoritmus generujici novy stav mar-
kovského retézce splnujici podminky identifikovatelnosti.

Vstupy: data Y a X, posledni nagenerovany soubor parametri @~ splriujici pod-
minky identifikovatelnosti, cislo S € N.

Vijstup: soubor novijch parametri 0° splriujici podminky identifikovatelnosti.
Postup: 'V ndsledujicim poradi proved tyto kroky:

i) Poloz vijchozi bod 6y := 0L

i) Pro s € {l,...,S} generuj pomocné stavy 6, pomoci algoritmu @ s vijchozi
hodnotou 65—y (v poradi od 1) po 4)).

iii) PoloZ g := 0.

i) Pro s € {0,...,S — 1} generuj pomocné stavy 6, pomoci algom'tmu@ s VY-
chozi hodnotou O, 1, ovsem tentokrdt v opacném poradi (od 4) po 1)).

v) Jestlize posledni generovany pomocny stav 6, splnuje podminky identifiko-
vatelnosti z véty tak poloz 0° := 0y. V opacném pripadé poloZ @' = @'~ 1.

Konec algoritmu.

I kdyz v kroku iv) postupujeme pii pouziti algoritmu [6] v opatném poradi
od 4) po 1), tak v ramci kroku 1), ptip. 3), generujeme stile v potradi od a)
po ¢), prip. h). Césteéna marginalizace a struktura algoritmu [5 totiz vyzaduji
generovani presné v tomto poradi.

Béhem tohoto Metropolisova-Hastingsova algoritmu celkem generujeme 25
stavii, které nemusi nutné spliiovat podminky identifikace, oviem vysledné 8" jiz
tyto podminky spliiovat musi. Téchto 2S5 mezikrokii je po skonceni tohoto al-
goritmu zapomenuto a nenf jiz pouzito pro findlni inferenci. Cislo S miize byt
stanoveno pevné, ovsem autori ¢lanku doporucuji pri kazdé iteraci ¢ tento pocet
nédhodné meénit (napf. generované z Poissonova rozdéleni). Tato zména muze po-
moci v situacich, kdy se napriklad algoritmus na néjakou dobu zastavi v jednom
stavu, ze kterého je obtizné se dostat.

Pro tplné prvni spusténi algoritmu [6] nepot¥ebujeme znat hodnoty A, ¥ ani
A. Ovsem v pripadé, ze hned na pocatku se rozhodneme po dokonceni pomocnych
mezikrokt zustat ve vychozim stavu, potfebujeme tyto hodnoty znat predem (na-
vic musi spliiovat podminky identifikovatelnosti). Vychozi hodnota A pak ¢asto
mé velmi rozhodujici roli v rychlosti konvergence markovského tetézce, a tedy
i v délce potrebné zazehové faze. Proto (Conti a kol. (2014) doporucuji pouzit
nékolika predbéznych iteraci algoritmu [6] ktery ovSem nakonec nemusi nutné dét
A s pozadovanou vlastnosti. V tomto pripadé se musi faktory s pouze jednim
¢i dvéma spjatymi méfenimi (ng(A) € {1,2}) predefinovat na neaktivni faktory
(ani jedno spjaté méteni) a s tim provést i potfebné tpravy ostatnich parametru.

Conti a kol.| (2014) ukézali, ze takto sestrojeny algoritmus spliuje tzv. de-
tailni podminku rovnovahy, ze které plyne reversibilita vysledného markovského
fetézce. Markovsky tetézec vznikly neustalym opakovanim algoritmu [7] konver-
guje ke svému limitnimu (stacionarnimu) rozdéleni. Muzeme ho proto pouzit pro
odhady parametri modelu a predevsim také k odhadu vhodného poctu faktort.
Podrobné dikazy téchto vlastnosti vSsak jdou nad ramec této diplomové prace.
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4.5 Bayesovsky odhad parametri a poctu ak-
tivnich faktort K

V této casti si ukdzeme, jak vyuzit algoritmi predstavenych v predchozi ¢asti
k odhadu parametri modelu a predevsim k odhadu poc¢tu aktivnich faktora K.

JiZ jsme zminili, Ze za¢neme iterovanim algoritmu [6] pro nalezeni identifikova-
ného a mnohem vhodnéj$iho vychoziho stavu 8°. Dle naSeho uvazeni zvolime do-
statecné velké B € N urcujici délku zazehové faze. Jak jsme si uvedli v ¢4sti[2.3.1]
doptedu nevime, jak dlouho by mélo Tetézci trvat, nez dosdhne svého limitniho
rozdéleni. Jediné podle ¢eho mizeme usoudit potrebnou délku B jsou tedy roz-
meéry nasich dat n a m a nase zkusenosti. Pomoci B iteraci algoritmu [7| zazehneme
markovsky Fetézec se stavy 0!, ..., 0%. Tyto stavy vsak pro vysledné odhady ne-
pouzijeme. Dale si zvolime M € N — pocet opakovani algoritmu [7} Téchto M
stavit @8+, ... 0BTM jiz pouZijeme pro odhad parametrt modelu, viz ¢ast

Pocet aktivnich faktorti v i-tém stavu uréime z indikdtorové matice A’ jako
pocet faktor, které ovliviuji alespon 3 méreni z Y. Ostatni faktory jsou neaktivni
— neovliviuji zadné z méreni z Y. Pfipomindme znaceni n; poc¢tu méreni, které
ovliviiuje faktor k € {1,..., K™} které lze spocitat jako

ne(A) =3 A, =3 1(5; = k).
j=1 j=1

JelikoZ vsechny stavy 0°i € {B +1,..., B+ M} spliiuji podminky identifikova-
telnosti, tak bud ng(A*) = 0, nebo ny(A") > 3. Pocet aktivnich faktort ve stavu
1 spoCteme jako

Kmax

K'= 3 1 (n(A) £0). (4.40)
k=1
Za odhad poc¢tu aktivnich faktori K pak povazujeme vybérovy primér K =
L P K E vbérovy modus.

Déle pouzivame ng(A”) = m—Y /o) ng(A?) = ¥ 1(5 = 0). Pomoci vybé-
rového priméru (modu) téchto ng(A?) tak Ize odhadnout ocekdvany pocet métent,
které nejsou ovlivnény zadnym z faktort. Stejné tak 1ze pomoci priméru hodnot
ni(A?) odhadnout ocekdvany pocet méfeni, jez jsou ovlivnény pravé faktorem k.

Jedinym nevytesenym problémem ziistava identifikovatelnost naseho modelu,
az na zmeénu poradi faktorii a zménu jejich znaménka. Neexistuje zadné prirozené
razeni sloupctt matice A, lze si proto zvolit vlastni zpiisob fazeni a ten dodrzovat
v kazdém stavu. |Conti a kol.| (2014) doporucuji jesté jinou alternativu, kde vzdy
srovnaji sloupce vzestupné podle ¢isla prislusného radku, kde se v daném sloupci
poprvé (od shora) vyskytuje nenulovy prvek. Takto je tfeba preusporadat nejen
A, ale také zatéze A, faktory F a korelacni matici K.

Pro ucely identifikace znaménka sloupce k je zapotiebi si urcit takovou zatéz
Ak, kterd s nejveétsi aposteriorni pravdépodobnosti bude rtznd od nuly. Podle
vyznamu faktoru k a méreni j se potom statistik rozhodne, zda ma byt tato
zatéz kladna ¢i zaporna. Jde zde cisté jen o interpretacni zalezitost pramenici
predevsim z podstaty zkoumaného problému. Vzdy, kdyz tato kontrolni zatéz pro
sloupec £ méa opacné znaménko, tak se cely k-ty sloupec zatézi a prislusné k-té
faktory prenasobi (—1).
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4.6 Zobecnéni bayesovského modelu urcujicich
faktori

Timto jsme vylozili teoretické pozadi modelu urcujicich faktort a predstavili si
jednotlivé kroky algoritmu, pomoci kterého lze sestrojit odhady parametri tohoto
modelu. |Piatek (2017) implementoval cely tento algoritmus v balicku BayesFM
statistického programu @. Pomoci funkce befa budeme v nésledujici kapitole
provadét simulac¢ni studii.

Autori dokonce uvazuji model, kde jednotlivd méfeni ¥; mohou byt i bindrni
veli¢iny (hodnoty pouze 0 nebo 1). Ty jsou modelovany tak, ze na pozadi figuruje
latentni normélné rozdélena velicina Y, jejiz hodnoty jsou hodnotou 0 rozdéleny
na kladnou a nekladnou ¢ast:

. [(=00,0] = Y;=0,
Y e .
/ (0,00) = Y;=1,

V modelu urcujicich faktort pak vystupuje Y, ovSem u apriorni specifikace pa-
rametra je rozptyl 032- fixovan na konstanté 1. To mé své dusledky na nepatrné
zmény parametru rozdéleni v algoritmu [6] Zde pak pribyvé jeden krok, ve kterém
se generuji latentni veliCiny Y75, z jejich plné podminéného rozdéleni. Podmiriuje
se zde namérenymi bindrnimi veli¢inami, regresory a ostatnimi parametry mo-
delu. Toto vede na generovani z takzvaného useknutého normélniho rozdéleni (na
kladnou nebo nekladnou ¢ast).

Model urcujicich faktorii pak lze rozsitit i pro ordinalni kategorické velic¢iny
(o vice jak dvou kategoriich), u kterych lze predpokladat existenci skryté redlné
latentni proménné. Mluvime tedy napriklad o pripadech, kdy bychom méli k dis-
pozici pouze vyskové ¢i vahové kategorie, ale jisté vime, ze kazdy subjekt zde mél
svou konkrétni vysku a vahu. Dalsim prikladem pak mohou byt zaokrouhlované
veli¢iny. Nicméné doposud pro tyto vicetrovinové ordinalni kategorické velic¢iny
algoritmus implementovan nebyl.

Autoti dale pracuji na zobecnéni modelu urcujicich faktort. Hlavnim predmeé-
tem zajmu je opusténi predpokladu, ze kazdé méreni muze byt ovlivnéno nejvyse
jedinym z faktori. V redlném svété totiz casto o vysledku zkoumané veliciny
rozhoduje vicero ruznych faktort.
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5. Simulac¢ni studie

V této zavérecné casti pomoci simulac¢ni studie prozkoumame schopnost algo-
ritmu predstaveného v predchozi ¢asti odhadovat spravné skutec¢ny pocet faktor.
Tato schopnost nas bude zajimat nejen v pripadé platnosti modelu urcujicich fak-
tort (podrobnéji ¢ast , ale také v obecném modelu faktorové analyzy. Tyto
odhady skutecného poctu faktorti porovname s nékolika béznymi metodami pro
urceni poctu faktor.

Pro bayesovsky odhad modelu urcujicich faktori vyuzijeme jiz zminovaného
balitku BayesFM (Piatek, 2017) pro statisticky program @®. Obsahuje funkci
simul.dedic.facmod, kterou lze pouzit pro generovani modelu urcujicich faktori
(bez regresorti) s predem stanovenou indikatorovou matici A. Hlavni funkci je
vsak befa, kterd provadi algoritmus pro generovani markovského retézce. Na vy-
stup této funkce lze aplikovat funkce post.column.switch a post.sign.switch,
které sjednoti poradi a znaménka jednotlivych faktori pro ucelenou interpretaci.
My se vSak budeme predevsim zamérovat na slozku nfac vystupu funkce befa,
ktera obsahuje pocty aktivnich faktort v jednotlivych iteracich markovského fe-
tézce. Nutno dodat, ze funkce befa mé celou radu vstupnich parametri, jejichz
oznaceni odpovida znaceni v ¢lanku Conti a kol.| (2014]), které se v radé pripadu
lisf od toho naseho. Rozdil ve znaceni 1ze jednoduse ziskat srovnanim analogickych
diagrami na obrazcich [£.1) a [D1]

Klasické metody odhadu poctu faktori, se kterymi budeme srovnavat baye-
sovsky pristup, jsou implementovany v balicku nFactors (Raiche, |2010). Funkce
nScree dava ¢tvery ruzné odhady poctu faktort zalozené na vlastnich ¢islech vy-
bérové korelacni matice. Kaiserovo pravidlo (Kaiser rule) stanovuje pocet faktor
jako pocet vlastnich ¢isel vyssich nez 1. Metoda paralelni analyzy (parallel ana-
lysis) je velmi podobnd, jen srovnava s jinou hodnotou, ktera je ur¢ena pomoci
daného kvantilu. Metoda faktoru akcelerace (acceleration factor) si sefadi jednot-
liva vlastni ¢isla a urci, od jakého okamziku dochéazi k vyraznému nartstu vlast-
nich ¢isel, vysledkem je potom pocet vlastnich ¢isel vyssich nez bod tohoto zlomu
a splnujicich podminku paralelni analyzy. Posledni metodou je metoda optimal-
nich soufadnic (optz'mal coordinates), kterd je zaloZena na extrapolaci Vlastnich
metoda paralelni analyzy. Podrobnéjsi definice téchto metod viz dokumentace
balicku nFactors.

5.1 Popis scénare a volba parametru

Budeme zkoumat tti rozdilné situace. Prvni bude situace, kdy je model urcu-
jicich faktorii splnén, tedy faktorové zatéze jsou az na maximalné jednu hodnotu
v Ffadku nulové. Ve druhé situaci ponechame strukturu faktorovych zatézi modelu
urcujicich faktord, ovSsem hodnoty, které by mély byt nulové, nahradime ¢islem
blizkym nule (v intervalu (—0.2,0.2)). Ocekavame zde, ze by bayesovsky pristup
mohl dobte fungovat i v tomto ptripadé, kde mame obecny model faktorové ana-
lyzy, ovSsem s nejvyse jednim dominantnim faktorem pro kazdé pozorovani. Treti
situaci pak bude pripad, kdy faktorové zatéze nemaji zadnou strukturu ridké
matice, a tedy vyslednd méfeni jsou vzdy linearni kombinaci vsech faktora (do-
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minantnich faktora muze byt vice).

Pro kazdou z téchto tri situaci budeme uvazovat skutecné pocty faktoru
K € {2,3,5}. Pro kazdé takové K prozkoumdme vzdy trojici riznych poctu mé-
feni m (hodnoty viz tabulka[5.1). V ¢ldnku [Conti a kol (2014) zkoumali za plat-
nosti modelu urcujicich faktort pouze scénar, kdy kazdy aktivni faktor ovliviiuje
vzdy predem dany stejny pocet méteni. Zde budeme uvazovat pro kazdou dvojici
(K, m) jak tento vyvdZeny scénar, tak scénal mirné nevyvdzeny, a dokonce i ex-
trémni scénar, kde mame jeden faktor ovliviiujici vétsinu méfeni, zatimco ostatni
faktory ovliviiuji minimélni pocet méteni (tedy 3). V poslednim zminéném scénéri
pak také néktera méreni nejsou spojena s zadnym faktorem. Tuto (ne)vyvazenost
vsak lze provést pouze v prvnich dvou situacich — tteti situace zadnou strukturu
faktorovych zatézi nepredpoklada.

Faktorové zatéze dominantnich faktoria v prvnich dvou situacich stanovujeme
jako ekvidistantni déleni intervalu [0.4,0.8] (pocet délicich bodu je roven poctu
méteni, které jsou spojeny s timto faktorem dle urc¢eného A). Témto délicim
bodtm navic jesté ndhodné pritadime znaménko +, nebo — (s pravdépodobnosti
0.5). Ve treti situaci nemusime dodrzovat zddnou strukturu A, generuji se proto
z rovnomeérného rozdéleni na intervalu [—0.8,0.8].

Diagonélni prvky o7 rozptylové matice 3 stanovime jako o7 = 0.5 pro méfeni
J, které je spojeno s néjakym faktorem (6; # 0), a 0]2- = 1, pokud 4; = 0. Korela¢ni
matici faktorti K zvolime jako jednotkovou matici [x, coz odpovidd nezavislym
faktorim.

Pro obdrzeni jednoho pozorovaného vektoru meéreni Y je nejprve zapotiebi
generovat vektor faktorti F' z Nk (O, i) a vektor chyb € z N,, (0,,, X). Vysledna
méreni dopocteme jako soucet Y = AF + €. Jelikoz se zde zamérujeme pouze
na odhad poctu faktori, tak si dovolujeme neuvazovat zadny vliv regresort ¢i
posun ve stfedni hodnoté. Snizi to pocet odhadovanych parametrii a tim i rych-
lost algoritmu. Navic plati zdkladni model faktorové analyzy, pro néjz lze pouzit
klasické metody odhadu idedlniho poc¢tu faktorti. Ve vSech situacich a scénarich
takto generujeme celkem n = 100 pozorovani.

Takto nagenerovanou matici pozorovani Y pak dale predame funkci befa,
ktera provede bayesovsky odhad, a funkci nScree pro klasické odhady poctu
faktorta. V této fazi jiz postupujeme tak, jako by nam K, A, A, ¥ a K nebyly
znamé. V samotné funkci befa lze upresnit nastaveni hyperparametri modelu ¢i
pocatecnich hodnot parametri. V této simulaci se budeme drzet prednastavenych
hodnot, viz nize. Zménime pouze nékolik parametri. Nastavime si délku zazehové
faze B = 20000 (burnin) a délku markovského fetézce, ktery se pouzije pro odhad
parametri modelu M = 20000 (niter). Maximélni pocet faktoria K™ = Kmax
urcujeme jako dolni celou ¢ast z podilu m/3 (coZ je nejvyssi mozny pocet faktort
takovy, aby byl platny model urcujicich faktoru).

Hyperparametry jsou prednastaveny funkci befa nasledovné:

o by =0 (nulovd apriorni stredni hodnota regresnich koeficient),

o D =diagB0 = 10Ly (apriorni varianéni matice regresnich koeficienti),

¢ ¢; = 2C0 = 2 (parametr inverzniho Wishartova rozdéleni pro 0]2-),

e U, = 2(c0+ 1) = 2(2+ 1) = 6 (stupné volnosti inverzntho Wishartova

rozdéleni pro %),
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e Ao = 0 (nulova apriorni stfedni hodnota nenulovych faktorovych zatézi),
+ a; = A0 = 10 (apriorni rozptyl nenulovych faktorovych zatézi),

e « = kappa0 = 2 (prvni parametr beta rozdéleni pro 7y),

e 5 =xi0 =1 (druhy parametr beta rozdéleni pro 7y),

o af =kappa = 1xmax /K™ (parametr Dirichletova rozdéleni pro 7%,)

o vq a & jsou stanoveny dle doporuceni v praci Huang a Wand (2013)).

Kazdé méreni j mé dle doporuceni zminénych v ¢asti svuj vlastni parametr
Tp;- Pocet mezikrokt S, které jsou provedeny v Metropolisové-Hastingsové algo-
ritmu, je volen ndhodné jako S = 1+ P, kde ndhodna veli¢ina P je generovana
z Poissonova rozdéleni se stfedni hodnotou 4 (n.step — 1), tj. P ~ Pois (4).

Vychozi hodnoty parametri A, ¥ a B budeme generovat z jejich apriorniho
rozdéleni. Vychozi K je prednastaveno na Igmax. Jelikoz vychozi hodnota A ma
znacny vliv na rychlost konvergence tetézce k aposteriornimu rozdéleni, tak A
nebudeme pridélovat zcela ndhodné. V kazdém scénafi s m meérenimi iterujeme
m-10000 algoritmus|[6] (funkce befa s nastavenim Nid = 1, burnin = 0 aniter =
m - 10000). Posledni nagenerované A pouzijeme jako vychozi hodnotu. Je ale
zapotiebi oSetrit, ze toto A spliuje identifikacni podminky. Je-li j-té méfeni
prisuzovano faktoru, kterému neni celkem prisouzeno 3 a vice faktort, tak toto
prisouzeni zrusime, tedy nastavime 9; = 0.

Cely tento proces generovani Y a nasledného odhadu zopakujeme 100-krat se
stejnymi A, 3, A a K.

5.2 Vysledky studie

V této posledni c¢asti si ukazeme vysledky provedené simulacni studie. Ty se
nam podafilo zachytit ve tfech tabulkdch [5.1] a 0.3 kazda se vénuje jedné
z uvazovanych situaci.

Nejprve se podivejme do tabulky [5.1] kterd zachycuje vysledky v situaci, kdy
je model urcujicich faktorti splnén. Vidime zde, Ze bayesovské odhady jsou velmi
blizké skutec¢nému poctu aktivnich faktoria K, zejména v pripadé vyrovnaného po-
¢tu méteni prisouzeného jednotlivym faktorim. Potvrzujeme tak vysledky, které
uvadéji (Conti a kol. (2014) ve svém ¢élanku. Ovsem zamérime-li se na scénéare
s nevyrovnanym rozlozenim méreni na faktory, tak zvlasté u téch extrémnich
pozorujeme mirné vychyleni odhadu. Zjevné je v takto extrémnim scénari tézké
objevit skryty faktor, kdyz ovliviiuje pouze troje méreni (nejnizsi povoleny pocet).
Mezi klasickymi metodami zde davaji srovnatelné vysledky metody optimalnich
souradnic a paralelni analyzy. Metoda faktoru akcelerace selhava v nevyvazenych
scénéatich (navrhuje daleko mensi pocet faktori) a Kaiserovo pravidlo vyrazné
nadhodnocuje skuteény pocet skrytych faktoru.

Druhou situaci je pripad, kdy je témér dodrzen model urcujicich faktori.
V modelu se vyskytuji dominantni faktory, které jsou urc¢eny stejnym zptisobem
jako v predchozi situaci, avsak navic ostatni faktory také prispivaji malym dilem
do vysledného méreni. Neni tak dodrzen model urcujicich faktort, ale je ho témér
dosazeno. Ocekavali jsme, ze i v takovéto situaci by MCMC metody navrzené ve
¢tvrté kapitole mohly rozumné dobte fungovat. Z tabulky [5.2] vsak mtzeme vy¢ist,
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ze bayesovské odhady jsou mirné nadhodnocené. Zvlasté pak v pripadech s vyssim
poc¢tem méteni m pro dané K. Nevyvazeni rozlozeni poc¢tu méreni prislusnych
faktortiim ma opét tendenci snizovat pocet odhadovanych faktori. V této situaci to
tedy odhady priblizuje skutec¢nosti, ovSem vychylenost je ztejméa. Klasické metody
odhadu (zejména optimalni soufadnice a paralelni analyza) vSak stéle navrhuji
priblizné spravny pocet faktori. Metoda faktoru akcelerace a Kaiserovo pravidlo
maji stejné nedostatky jako v predchozi situaci.

Treti situaci byl obecny model faktorové analyzy bez zadné dané struktury
faktorovych zatézi. Tabulka jasné ukazuje, ze bayesovské odhady, které pred-
pokladaji platnost modelu urcujicich faktort, jsou vyrazné vychylené. Navrzenim
daleko vyssiho poctu faktori se snazi podchytit spoleéné efekty jednotlivych fak-
tortl, které model urcujicich faktort nepredpoklada. Cim vétsi je pocet méfeni,
tim vyssi pocet faktorti bayesovsky pristup navrhuje. Na druhou stranu klasické
odhady v tomto pripadé navrhuji témér vzdy spravny pocet faktori (az na drobnd
vychyleni faktoru akcelerace).

Prikladame zde také obrazky [5.1] [5.2] a[5.3] které se zabyvaji rozlozenim poctu
faktort ve vSech generovanych markovskych fetézcich (az od dosazeni zazehové
faze B = 20000). Vidime zde vzdy procentuélni zastoupeni jednotlivych navr-
hovanych pocta faktori délené podle uvazované situace a také dle vyvazenosti
rozlozeni faktoru. Jednd se tak o odhad aposteriorniho rozdéleni poc¢tu aktivnich
faktorti K. Zelené sloupce odpovidajici prvni situaci, kdy plati model urcujicich
faktorti, dosahuji nejvyssich vysek pravé ve vymezeném fialovém obdélniku ozna-
cujicim skutecny pocet faktori. Pozorujeme zde také mirné posunuti modrych
sloupcti odpovidajicich situaci s dominantnimi faktory. Oranzové sloupce odpo-
vidajici situaci obecného poctu faktort jsou jiz znatelné posunuté vpravo, tedy
navrhuji daleko vyssi pocet faktort, nez je ten skutecny.

Objevené problémy s bayesovskym odhadem mohou spocivat v nizkém po-
¢tu pozorovani n = 100 (malo informace obsazené v datech) ¢i nizkém pevném
B = 20000 urcujicim délku zazehové faze. Pro vypocetni narocnost bylo nutné
stanovit n, B a M pevné, a to neprilis malé ani velké. Zrejmé vSak bude nutna
jina délka zazehové faze v pripadé K = 2 a m = 6 nez v pripadé K =5 a m = 50.
Ovsem pfi generovani tolika markovskych fetézcti nebylo mozné zabyvat se kaz-
dym z nich zvlast a ovérovat zda jiz dosahuje stacionarniho rozdéleni. Takto
opatrni a poctivi mizeme byt pfi analyze redlnych dat, kde aplikujeme bayesov-
ské metody faktorové analyzy pouze jednou. V takovémto ptipadé doporucujeme
porovnat s vysledky klasickych metod. Pokud bayesovsky model urcujicich fak-
tort navrhuje daleko vice skrytych faktorti, nez klasické metody, tak ziejmé se
na vysledku jednoho métfeni muze podilet i vice faktort, coz popira model ur-
cujicich faktori. Vidime zde tedy, jak je nutné zobecnit tento model i pro tuto
moznost, ze méreni mohou byt ovliviiovana i vice faktory.
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Tabulka 5.1: Prvni situace — model urcujicich faktori. Odhady skutecného po-
¢tu faktoru K pri rizném poctu celkovych méreni m a rizném rozvrzeni daném
indikdtorovou matici A. Pocet pozorovani n = 100, pocet opakovani simulace
100, délka zazehové faze B = 20000, délka markovského retézce pouzitého pro
inferenci M = 20000. Pramér pres vSechna opakovani {smérodatnd odchylka}
(nejcastéjsi navrhovand hodnota) [pocet pripadi navrzeni nejcastéjsi hodnoty ze
100 moznych]|.

Rozvrzeni (ng(A))! Bayesovské odhady? Klasické odhady
K m Kw

0 1 2 3 4 5 Primeér Modus oc? AF? p? Kaiser®
6 2 3 3 1.76 {0.34) 1.80 (2) [80]  0.88 (0) [56] 2.01 (2) [95] 2.02 (2) [98]  2.02 (2) [98]
6 6 2.06 {0.08} 202 (2) 98]  1.64 (2) [82] 2.00 (2) [100] 2.00 (2) [100] 2.28 (2) [73]
12 4 75 207 {015} 203 (2) [97]  1.98 (2) [09] 2.00 (2) [100] 2.00 (2) [100] 2.34 (2) [66]
2 3 6 3 1.93 {026} 1.91 (2) [89]  2.64 (2) [46] 1.35 (1) [65] 2.71 (3) [44]  4.04 (4) [6]
12 12 228 {0.24} 200 (2) [01]  1.90 (2) [95] 2.00 (2) [100] 2.00 (2) [100] 4.62 (5) [46]
24 8 14 10 232 {026} 214 (2) [86]  2.00 (2) [100] 2.00 (2) [100] 2.00 (2) [100] 4.52 (4) [43]
6 15 3 2.03 {0.30} 1.85 (2) [81]  2.12 (2) [84] 1.00 (1) [100] 2.12 (2) [84]  6.98 (7) [58)]
5 5 5 2.99 {0.08} 299 (3) [09]  2.38 (3) [73] 2.99 (3) [08] 3.01 (3) [99]  3.74 (4) [62]
15 5 75 3 271 {045} 269 (3) [65]  2.95 (3) [97] 2.60 (3) [71] 3.01 (3) [99]  3.55 (4) [49]
3 6 3 3 272 {041} 272 (3) [73]  3.18(3) [43] 1.24 (1) [85] 3.60 (3) [48]  5.15 () [77]
777 3.00 {0.15} 3.03 (3)[97]  2.54 (3) [82] 3.00 (3) [100] 3.00 (3) [100] 4.49 (5) [49]
3o 7 10 7 4 3.03 {0.15} 298 (3) [98]  3.00 (3) [100] 2.70 (3) [82] 3.00 (3) [100] 4.61 (4) [46]
6 9 3 3 2.61 {0.46} 255 (3) [56]  3.20 (3) [52] 1.00 (1) [100] 3.58 (3) [54]  7.08 (7) [66]
10 10 10 3.18 {0.21} 3.09 (3) [91] 2.83 (3) [94] 3.00 (3) [100] 3.00 (3) [100]  6.43 (6) [49]
30 10 15 10 5 313 {0.18} 3.03 (3)[05]  3.00 (3) [100] 2.52 (3) [70] 3.00 (3) [100] 6.44 (7) [41]
9 15 3 3 252 {0.56} 240 (3) [47) 3.7 (3) [55] 1.00 (1) [100] 3.31 (3) [59] 9.74 (10) [57)
5 5 5 5 5  498{0.13} 497 (5) (97  3.93 (5)[7] 473 (5)[92] 4.99 (5) [99]  6.88 (7) [60]
2 8 76 5 4 3 456 {046} 455 (5) [55  4.45 (5)[81] 3.20 (5) [44] 4.97 (5) [95]  6.79 (7) [56]
39 3 3 3 3  3.64{075) 3.64(4)[40] 451 (5)[53] 1.00 (1) [L00] 5.28 (5) [68]  8.36 (8) [56]
TT T 7T 7 5.04 {0.06} 5.00 (5) [100] 4.45 (5) [85]  4.87 (5) [96] 5.00 (5) [100]  8.92 (9) [59]
5 5 (1) [32] 4.97 (5) [97]  8.95 (9) [55]

3 11 119 7 5 3  466{046} 463 (5)[64]  4.84 (5) [94] 2.67
8 15 3 3 3 3 362{0.66} 3.63(4)[49] 445 (5) 47 1.00 (1) [100] 5.00 (5) [59] 11.43 (11) [50]

10 10 10 10 10 5.06 {0.09} 501 (5) [99]  4.55 (5) [89] 4.89 (5) [97] 5.00 (5) [100] 12.62 (13) [48]
50 16 16 13 10 7 4 496 {0.25} 4.93 (5)[93]  4.94 (5) [97] 279 (1) [31] 4.98 (5) [98] 12.55 (13) [41
1325 3 3 3 3 345{0.62} 341 (3)[55  3.71 (4) [42] 1.00 (1) [100] 3.96 (4) [44] 15.70 (16) [53]

! Pocet méfeni j € {1,...,m} takovych, Ze §; je rovno k.

2 Metoda, pomoci niz bylo z markovského fetézce délky M = 20000 odhadnuto K.
3 Metoda optimalnich soutadnic (optimal coordinates).

4 Metoda faktoru akcelerace (acceleration factor).

5 Metoda paralelni analyzy (parallel analysis).

6 Kaiserovo pravidlo (Kaiser rule).
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Tabulka 5.2: Druha situace — model s dominantnim faktorem. Odhady skutec¢ného
poctu faktora K pri rizném poctu celkovych méreni m a rizném rozvrzeni daném
indikatorovou matici A. Pocet pozorovani n = 100, pocet opakovani simulace
100, délka zazehové faze B = 20000, délka markovského fetézce pouzitého pro
inferenci M = 20000. Prumér pres vSechna opakovani {smérodatnd odchylka}
(nejcastéjsi navrhovand hodnota) [pocet pfipadi navrzeni nejcastéjsi hodnoty ze
100 moznych].

K o Rozvrzen{ (ng(A))! Bayesovské odhady? Klasické odhady
0o 1 2 3 4 5 Prumér Modus oc? AF* P5 KaiserS
6 2 3 3 1.81 {0.32} 1.81 (2) [81]  0.94 (0) [53] 2.00 (2) [98] 2.01 (2) [09]  2.01 (2) [99]
6 6 2.35 {034} 2.25 (2) [75]  1.68 (2) [84] 2.00 (2) [100] 2.00 (2) [100] 2.32 (2) [68)]
12 4 705 212 {0.16} 2.04 (2) [96]  1.98 (2) [99] 2.00 (2) [100] 2.00 (2) [100] 2.32 (2) [68]
2 3 6 3 297 (053} 2.26 (2) [53]  2.35 (2) [67] 179 (2) [79] 237 (2) [66]  3.68 (4) [64]
12 12 324 {0.54} 3.10 (3) [59]  1.88 (2) [94] 2.00 (2) [100] 2.00 (2) [100] 4.35 (4) [38]
2 8 14 10 2.88 {0.51} 2.73 (3) [50]  2.00 (2) [100] 1.98 (2) [98] 2.00 (2) [100] 4.32 (4) [44]
6 15 3 2.95 (0.65) 2.77 (3) [52]  2.03 (2) [97] 1.00 (1) [100] 2.03 (2) [97]  6.52 (7) [49)]
5 5 5 310 {0.23} 3.06 (3) [92]  2.50 (3) [78] 2.97 (3) [98] 3.01 (3) [09]  3.41 (3) [62]
15 5 7 5 3 339 {0.53} 3.38 (3) [47]  2.88 (3) [96] 2.72 (3) [79] 3.00 (3) [100]  3.46 (3) [57]
3 6 3 3 278 {0.43} 272 (3) [64]  3.14 (3) [74] 1.34 (1) [80] 3.24 (3) [74]  4.54 () [49]
777 402 {0.51} 3.94 (4) [58]  2.79 (3) [92]  2.96 (3) [98] 3.00 (3) [100]  4.39 (4) [57]
3o 7 10 7 4 3.77 {0.47} 3.72 (4) [60]  3.00 (3) [100] 2.18 (3) [56] 3.00 (3) [100]  4.34 (4) [55]
6 9 3 3 3.08 {0.64} 3.04 (3) 41]  3.10 (3) [72] 1.02 (1) [98] 3.26 (3) [76]  6.47 (6) [46]
10 10 10 471 {0.60} 4.66 (5) [43]  2.90 (3) [96] 3.00 (3) [100] 3.00 (3) [100]  6.08 (6) [56]
30 10 15 10 5 483 {0.54} 4.82 (5) [57]  3.00 (3) [100] 2.6 (3) [78] 3.00 (3) [100] 5.92 (6) [47]
9 15 3 3 406 {0.80} 3.95 (5) [34]  3.02 (3) [93] 1.00 (1) [100] 3.05 (3) [93]  8.98 (9) [50]
5 5 5 5 5 562{047) 561 (6)[54 451 (5)[86] 3.46 (5) [50] 4.98 (5) [98] 6.1 (6) [59]
25 8 76 5 4 3 507{0.64) 504 (5)[58 463 (5)[34] 3.58 (5) [50] 4.93 (5) [93]  6.25 (6) [59]
3 0 3 3 3 3 446{0.78) 442 (5)[41] 440 (5) [59] 1.34 (1) [75] 4.70 (5) [67]  7.21 (7) [58)]
T 7 7T 7 7  674{0.66) 6.73(7)[43] 470 (5) [01] 4.62 (5) [89] 5.00 (5) [100] 8.08 (8) [62]
5

3511 119 7 5 3  633{083)} 6.28(6)[45]  4.86 (5) [93] 2.53 (1) [36] 4.96
8 15 3 3 3 3 572{094} 569 (6)[41] 473 (5)[81] 1.18 (1) [83] 4.90

5) [96]  8.09 (8) [57]

(
(5) [87]  9.96 (10) [49]

10 10 10 10 10  9.41 {1.04} 9.43 (9) [37] 472 (5) [92] 4.96 (5) [99] 5.00 (5) [100] 11.56 (11) [43]
50 16 16 13 10 7 4 873{L17} 870 (8) [20]  4.92 (5) [98] 3.18 (5) [44] 5.00 (5) [100] 11.36 (11) [49)]
1325 3 3 3 3 723{115} 7.21(7)[38] 474 (5)[80] 1.00 (1) [100] 4.83 (5) [83] 14.21 (14) [37]

! Poéet méfeni j € {1,..., m} takovych, Ze d; je rovno k.

2 Metoda, pomoci niz bylo z markovského fetézce délky M = 20000 odhadnuto K.
3 Metoda optimdlnich soutadnic (optimal coordinates).

4 Metoda faktoru akcelerace (acceleration factor).

% Metoda paralelni analyzy (parallel analysis).

6 Kaiserovo pravidlo (Kaiser rule).
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Tabulka 5.3: Tteti situace — obecny model faktorové analyzy. Odhady skutec-
ného poctu faktori K pri rizném poctu celkovych métreni m. Pocet pozorovani
n = 100, pocet opakovani simulace 100, délka zazehové faze B = 20000, délka
markovského fetézce pouzitého pro inferenci M = 20000. Primér pres vSechna
opakovani {smérodatnd odchylka} (nejcastéjsi navrhovana hodnota) [pocet pii-
padi navrzeni nejéastéjsi hodnoty ze 100 moznych].

Bayesovské odhady? Klasické odhady

K m K™=
Prameér Modus 0ocC? AF3 pt Kaiser®
6 2 1.04 {0.05}  1.00 (1) [100] 1.03 (1) [97] 1.00 (1) [100] 1.03 (1) [97] 1.32 (1) [68]
2 12 4 283{041} 284 (3)[81] 201 (2)[99] 1.58 (2)[58] 2.01(2)[99] 2.85 (3) [81]
24 8 4.90 {0.36}  4.93 (5) [82] 2.01 (2) [93] 2.00 (2) [100] 2.05 (2) [95] 6.38 (6) [49]
15 5 4.05 {0.43}  4.08 (4) [76] 2.94 (3) [94] 1.97 (2) [53] 2.94 (3) [94] 3.00 (3) [100]
3 21 7 6.02 {0.40}  6.03 (6) [83] 2.92 (3) [96] 1.76 (1) [62] 3.00 (3) [100] 3.33 (3) [67]
30 10 8.15 {0.68}  8.18 (8) [48] 2.94 (3) [98] 3.00 (3) [100] 3.00 (3) [100] 3.49 (3) [53]
25 8 7.12 {0.39}  7.13 (7) [81] 4.43 (5) [50] 1.83 (1) [52] 4.51 (5) [52] 5.00 (5) [100]
5 35 11 10.38 {0.62} 10.38 (10) [49] 4.88 (5) [97] 4.68 (5) [91] 5.00 (5) [100] 5.02 (5) [9§]
50 16 13.60 {1.37} 13.57 (14) [32] 4.76 (5) [93] 4.97 (5) [99] 5.00 (5) [100] 5.46 (5) [54]

! Metoda, pomoci niZ% bylo z markovského fetézce délky M = 20000 odhadnuto K.
2 Metoda optimalnich soufadnic (optimal coordinates).
3 Metoda faktoru akcelerace (acceleration factor).

4 Metoda paraleln{ analyzy (parallel analysis).

5 Kaiserovo pravidlo (Kaiser rule).
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Obrézek 5.1: Rozlozeni poc¢tu aktivnich faktori ve vsech generovanych retézcich za

rozdilnych situaci, je-li skuteény pocet faktora K = 2.
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Zaver

V modelu faktorové analyzy vzhledem k problému neznamého poctu faktort
¢i problému identifikovatelnosti existuje cela fada metod, které lze vyuzit pro
samotny odhad. Bayesovsky pohled je jen dalsi z moznych pristupii majici své
vyhody i nevyhody.

Bylo zapotrebi si ukazat, jakym zplisobem se v bayesovské statistice pracuje
s nezndmymi parametry a jak ziskat jejich odhady. VsSe spocivd v aposterior-
nim rozdéleni, které vznika slozenim vérohodnosti modelu a apriorniho rozdéleni
parametri. Za timto icelem jsme si predstavili hustoty zakladnich pravdépodob-
nostnich rozdéleni, abychom videéli, jaka rozdéleni spolu konjuguji a daji se tak
podle Bayesovy véty dat dohromady s vyslednou hustotou opét znamého tvaru.
Model mnohorozmérné regrese, lisici se od modelu faktorové analyzy ve znalosti
regresoru (faktoriu ve faktorové analyze), ndm poslouzil jako prikladna ukézka po-
uzit! bayesovskych metod. Radné jsme odvodili marginalni aposteriorni rozdélent
parametri tohoto modelu, na jehoz zakladé je jiz jednoduché sestavit odhady.

Ovsem jakmile jsme presli k faktorové analyze, tak jsme zjistili, Ze nezndmy
parametr odpovidajici jednotlivym faktortim aposteriorni rozdéleni velmi zkom-
plikoval. Ukéazali jsme si, Ze pres veskerou snahu vyintegrovat nezndmé parametry
z aposteriorni hustoty, nedostavame hustotu tvaru bézné pouzivanych rozdéleni.
Dokéazali jsme odvodit pouze tvar margindlni aposteriorni hustoty rozdéleni fak-
tortt F (tvrzeni [7]) ¢i dvojice parametri (A, X) (tvrzeni[§). To je divodem, pro¢
jsme se museli spokojit s odvozenim plné podminénych rozdéleni (tvrzeni @, ktera
jiz diky nasemu predpokladu vhodného apriorniho rozdéleni patii mezi bézné po-
uzivana. Casto jsme vyuzivali metody doplnéni na &tverec, kterou zmitiujeme
v prilozeném apendixu.

Mohli jsme tak téchto vysledkl pouzit k sestaveni Gibbsova algoritmu zalo-
zeného na Monte Carlo principu a teorie markovskych tetézcti. Tento algoritmus
nam po dostatecném poctu iteraci generuje priblizné z aposteriorniho rozdéleni.
Nagenerované hodnoty tak lze pouzit k odhadu marginalnich aposteriornich roz-
déleni parametrii modelu. Jako alternativu k tomuto algoritmu jsme navic pred-
stavili ICM algoritmus, ktery hledd modus aposteriorniho rozdéleni uzitim modu
plné podminénych rozdéleni. Vénovali jsme nékolik stranek tomu, jaké by byly
vysledky za predpokladu jiného apriorniho rozdéleni. Dokonce jsme si ukazali,
jak se da model faktorové analyzy zobecnit, a pritom lze aplikovat stale stejny
postup a dostat obdobné vysledky.

Ani tyto modely vsak nefesi vSechny problémy, které se mohou naskytnout.
Ukéazali jsme si tak moderni pfistup ve faktorové analyze, ktery se snazi mo-
del stavet tak, aby resil hned nékolik véci najednou. Nahodnym urcéenim nejvyse
jednoho faktoru (z predem uré¢eného maximalniho mnozstvi) ke kazdému méreni
dosahujeme nejen velmi ridké matice faktorovych zatézi, ale zaroven i ndhodného
poctu aktivnich faktort. Zaroven jsme si zavedli prosté identifikacni podminky,
diky nimz (az na permutaci faktoru a pripadné zmény znaménka) dostaneme jed-
noznacnost parametrii. Po zavedeni apriorniho rozdéleni dodrzujici hierarchicky
model jsme podobnymi metodami jako ve treti kapitole podrobné odvodili plné
podminénd rozdéleni skupinek parametri (tvrzeni , a . Zmalosti téchto
rozdéleni jsme vyuzili pro sestaveni algoritmu, ktery velmi sofistikované od jistého
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okamziku generuje priblizné z aposteriorniho rozdéleni. Nejcastéjsi pocet aktiv-
nich faktorti potom lze povazovat za odhad poc¢tu skrytych faktort. Diky ridkosti
matice faktorovych zatézi pak jsme navic schopni tento model jednoduse inter-
pretovat slou¢enim méteni do skupin podle toho, s jakym faktorem jsou spojeny.

Z teoretického pohledu se tento model nadherné vyporadava s klasickymi pro-
blémy modelu faktorové analyzy. Bohuzel ndm zde vSak vyvstavaji jiné problémy
spojené s bayesovskym pohledem vyuzivajici MCMC metod. Predem totiz ne-
vime, od jakého okamziku jiz dosdhneme limitniho (aposteriorntho) rozdéleni
a zda jiz mizeme generované parametry povazovat za reprezentanty z tohoto roz-
déleni. Muze byt zapottebi velmi dlouhy retézec, coz s sebou nese i mnohem delsi
vypocetni cas. V provedené simulacni studii jsme ovérili, ze za dodrzeni predpo-
kladt modelu tato metoda dava pomérné presny odhad poc¢tu aktivnich faktort
(tabulka . Ovsem za nedodrzeni predpokladii tohoto modelu, tj. za platnosti
obecného modelu faktorové analyzy, kde kazdé méreni je ovlivnéno vice faktory,
jiz tato metoda selhava. Nezachytitelné vztahy jsou nahrazeny pridanim dalSich
faktorli, coz vede k znacné vyssim odhadiim poctu faktorti, nez jaky je skutecny
pocet aktivnich faktort (tabulka [5.3)). Dokonce i v obecném faktorovém modelu,
ktery ma své dominantni faktorové zatéze a je tak svou strukturou velmi po-
dobny modelu urcujicich faktortd, je odhad poctu aktivnich faktoru vychyleny
(tabulka [5.2). Je proto nutné tento model rozsirit o moznost toho, aby méFeni
mohlo byt ovlivnéno i vice faktory najednou. Tomuto nesnadnému zobecnéni se
nyni vénuji autori ¢lanku Conti a kol.| (2014)), z néhoz bylo ¢erpano.
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Apendix

A Tvrzeni z linearni algebry

Aby ¢tenar nemusel hledat v jinych zdrojich presnd znéni tvrzeni pouzivanych
v této praci, uvadime je zde v prilohach. Jedna se o pojmy a tvrzeni jednoduse
dohledatelné v mnoha ucebnicich linearni algebry.

Nejprve nékolik uzite¢nych tvrzeni pro praci s determinanty.

Tvrzeni A1l (Sylvestrovo pravidlo). Jsou-li A € R™™ o B € R™ ™ obecné
obdélnikové matice a X € R™™ invertibilni ctvercovd matice, pak

i) |I, + AB| = |, + BA|,
i) |X 4 AB| = [X]| - I, + BX A
Specidiné pro n-rozmérné vektory a a b plati |I, + ab'| =1+ b'a.

Stopou ¢tvercové matice A fadu n rozumime soucet jejich diagonalnich prvki,
tedy

TrA = Za”

i=1

Jedna se o linearni funkcional s velmi péknou vlastnosti.

Tvrzeni A2. Budte A € Rk, B € R C e R>*™ D € R™". Potom
Tr ABCD = Tr BCDA = Tr CDAB = Tr DABC.

Obecné plati, Ze stopa soucinu matic je invariantni vuci cyklické permutaci jed-
notlivijch ciniteli.

Operace vektorizace matice je definovana jako sefazeni jednotlivych sloupcu

matice A = (ay,...,a,) € R™*" pod sebe v jeden nm-slozkovy vektor, tedy
ay
.
vecA=|: | = (alT,...,a,TL) .
a,

Transpozi¢né—permutacni matici P4 matice A definujeme jako matici s vlast-
nosti vec (AT) = Plec avec A.

Kroneckertiv sou¢in matic A € R™*" a B € R**! je definovan jako matice
rozméri mk x nl tvaru

CLHB (luB s alnIB%
ARB =

aml]B% CLmQB s CLmn]B
Uvéadime zde zédkladni pravidla pro pocitani s Kroneckerovym soucinem.
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Tvrzeni A3. Budte « € R a A, B, C a D matice takovych rozméri, aby ndsle-
dugjici vyrazy v jednotlivych radcich davaly smysl. Plati

i) a(ARB)=(acA) @B =A® (aB),

i) A BC)=(A®B)®C,

i) AQB)T = AT ®@BT,

w) (AB)'=A"1eB

v) (A®B)(C®D) = (AC) ® (BD),

vi) (A+B)C=ARC+B®C, podobné A® (B+C)=AB+ A®C.

Nyni si uvedeme uzitecnd pravidla, ktera davaji dohromady vlastnosti deter-
minantu, stopy matice, vektorizace matice a Kroneckerova soucinu.

Tvrzeni A4. Plati
i) |[A@B|=|A|"BI™ pro A € R™™ B e R™",
ii) vec (AXB) = (IB%T ® A) vecX pro A € R™" X € Rk B € RFX
ii) TrA@B)=TrA-TrB  pro A € R™™ B € R™",
iw) Tr(ATB) = Tr(BAT) = (vecA)TvecB  pro A, B € R™*",
v) Tr (ATE_lA) = (vecA)T [I[, ® 71 (vecA) pro A e R¥" (0 < X e R,
Déle nésleduji tvrzeni o derivacich podle vektoru a podle (symetrické) matice.

Tvrzeni A5. Plati
Oda'x Ox'a

i) e - 0w a proa a x n-rozmerné vektory,
TA _
i) m@ T_ (A+AT) x =2 oAg pro A € R™" ¢ ¢ R",
x
i) 0|X] X pro X € R™" s riznymi proky,
i) — =
0X 2X —diagX  pro X € R™" symetrickou,
—1 T nxn o ’ .
v) dlog [X] (X ) pro X € R s ruznymi proky, | X| > 0,
W) —— =
X 2X~! — diag (X‘1> pro X € R™" symetrickou, |X| > 0,
) O TrXA AT pro AT, X € R™"s rizngmi proky,
v =
oX A+AT —diagA  pro A, X e R X =X".

vi) Bud A € R™" symetrickd a X € R™", |X| > 0, potom
OTrX 1A — XlAxT! pro X s ruznymi proky,
oX - [QX_IAX_I — diag <X_1AX_1)} pro X symetrickou.

vii) Pro symetrické matice A € RF* g B € R™" g obecné X, Xy € R™™ plati

aaXTr [A (X = Xo) "B (X = Xo)| = 2B (X — Xo) A.
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B Doplnéni na ctverec

Pti odvozovani aposteriorniho rozdéleni v bayesovské statistice velice casto
potiebujeme umét sloucit soucin dvou (i vice) hustot v jedinou funkci a umét ji
opét vyjadrit v jednom spolecném tvaru. Pti predpokladu normélniho rozdéleni
musime Casto v exponentu slouc¢it dva (i vice) kvadratickych utvari. Zakladem je
jednorozmérny pripad, kdy potifebujeme vyraz tvaru

c(z — a)® 4+ d(x — b)? pievést na tvar c(z — p)* + d.

Postup je takovy, ze se zamérime na kvadraticky ¢len, koeficient u néj vytkneme

a doplnime na ctverec tak, aby vymizel i linearni clen, zbytek vyrazu by jiz zadné

x v sobé nemél obsahovat. Plati tedy

ac + bd
c+d’

d (a —b)2.

d=ca’ +db* — (c+ d)p* =
ca” + (c+d)p 1 d

c=c+d, p=

Toto vsak nelze provést, pokud ¢ + d = 0. Potom totiz kvadraticky clen tplné
zmizi. Na p 1ze pohlizet jako na vazeny soucet ¢isel a a b, vaha je urcena onémi
koeficienty ¢ a d. Tento proces si zobecnime pro vektory a matice.

Tvrzeni B6. Budte X, A, B obdélnikové matice stejného typu nxk a C, D budte
symetrické pozitivne definitni matice stejného radu n. Potom
(X-A) CX-A)+(X-B)'D(X-B)=
—(X-M)"[C+D](X—M)+ATCA+B'DB—M'[C+D|M, (51)

kde M = [C + D]~ (CA + DB).

Dukaz. Provedeme jen nékolik algebraickych tuprav, kdy budeme mit na paméti,
ze dle naseho predpokladu je matice C 4+ D také symetricka pozitivné definitni,
a tedy také invertovatelna. Ve znéni tvrzeni by prave stacilo predpokladat pouze
invertibilitu matice C + 1D, a to za tcelem platnosti nasledujicich aprav

(X—A)'CX-A)+(X-B)'DX-B)=

=X"[C+D]X-X" (CA+DB) - (ATC+B'D)X+A'CA+B'DB
=X"[C+D] (X~ [C+D] " (CA+DB)) - (CA+DB)’ X+ A'CA +B DB
= (X-—M+M)" [C+D](X—-M)—(CA+DB) X+A"CA+B'DB

= (X-M) [C+D](X-—M)+A'CA+B'DB—-M' [C+D]M,

kde jsme vyuzili toho, Ze plati M [C 4+ D] = (CA + DB) .
O

Diisledek (Tvrzeni pro k = 1). Budte «, a, b vektory délky n a C, D budte
symetrické pozitivné definitni matice stejného radu n. Potom

(x—a) C(x—a)+ (x—b)' D(x—b)=
—(@—p) [C+D](x—p)+a'Ca+b'Db—p' [C+Dlp, (52)

kde g = [C+ D] (Ca + Db).
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Casto je vsak cilovy parametr spjaty jesté s néjakou jinou matici. Doplnéni
na ¢tverec v takovéto situaci ndm pomuze vytesit nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni B7. Budte X,B € RV* A € R™™ C € R*”™, 0 < D € RF* ¢
0< ¥ e R™™ Potom

(XC—A)T(XC-A)'+X-B)DX-B) =
= (X—M) [C¥C" +D| (X -M)" —M[C¥C" +D|M" + AUAT + BDB'
kde M= (AUCT +BD)[C¥CT +D| .

Diikaz.  Jelikoz z predpokladu ¥ > 0 plyne, ze C®C' > 0, a D > 0, tak
matice C®C' + D je symetrickd pozitivné definitni, a tedy také invertovatelna.
Pro platnost tohoto tvrzeni vSak staci rovnou predpokladat, Ze je tato matice
invertovatelnd. Plati

(XC—A)T(XC-A) + X-B)DEX-B) =
=X[C¥CT +D| X" - (AUCT +BD) X" — X (CTAT + DB") + AUAT + BDB'
_ <X — (A¥CT + BD) [C¥CT + D] ‘1> [cec™ + D)X
~ X (CPAT +DB") + ATAT + BDB'
= (X=M)[C¥C" +D| (X-M+M)" —X(CTAT +DB') + AUA" + BDB'
= (X-M)[CPC" +D| (X-M)" —M[C¥C" +D|M' + ATAT + BDB,
kde jsme vyuzili toho, Ze plati [@\DCT + D] MT = ((C\IIAT + DBT).
O

Diisledek. Budte Y € R™™ X € R B, B, € R™* a 0 < D € R*** Necht X
ma plnou sloupcovou hodnost, potom

N
(Y-XBT) (Y-XB")+ (B-B)D' (B—B) =
~ T ~ -
_ (IB% - IB%) [XTX + D—l} (B - IB%) - B [XTX + D—l} B +B,D 'B] + Y'Y,
kde B=(Y'X+BD")[X'X+D"] " = (BX'X+BD") [X'X+D]
a B=Y'X(X'X) .
Diikaz. Plyne z predchoziho tvrzeni [B7 volbou A* = YT, B* = By, C* = X',
D* = D!, * = [, X* = B a M* = B. Diky pfedpokladu plné sloupcové
hodnosti matice X je X'X invertibilni, a tedy lze definovat pomocnou matici
~ —1
BT = (XTX) XTY. Navic lze také rozlozit prvni ¢ast vyrazu z tvrzeni na dva
vyrazy, z nichz jeden jiz neobsahuje B, ale pouze B:
T -~ T ~
(Y-XBT) (Y-XB")=(Y+XB -XB") (YFXB' —XB')
~ T ~ ~ ~ T
=(Y-XB") (Y-XB")+(B-B)X'X(B-B) ,
~ T ~ T
kde jsme vyuzili, ze (Y = XBT) X (B-B) = O
O
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Dalsi tvrzeni ndm pomiize vyporadat se s pripadem, kdy mame dvoje sady
matic, které chceme opét doplnit na ctverec.

Tvrzeni B8. Budte Y € R™* X € R™™, B, B, € R**™, Z ¢ R, C,C, €
R0 < ® € R™™ g 0 < W € RX. Potom

(Y - XBT - ZCT)T (Y -XBT - ZCT) +
+(B-B)® "' (B-By) +(C— Co)
=YY+ (B-BC)) [X'X+&'|(B-

(C-Cy)'
) +B,® B} +
+(C-C) [z Az +¥7'] (C - @) +CyPiC) - T [ZTA.pZ +97YT -
~ (Y'X-Be® ') XX+ &~ } (YTX — Bo®~ ) :
B(C) = ((Y —zC) X+ ]B%0<I>‘1> xTx+e7

C=(YTAsZ + Co¥ ' +Bo® (X'X+87) X'Z|- [Z2TAsZ + ¥7] ",

Ap =1, - X[X'X+ 8] xT

Diikaz. Zacéneme tim, Ze se na tento vyraz podivame jako na funkci v B a doplnime
na étverec. Zavedme si pomocnou matici Yz = Y —ZC", pak Ize pouzit diisledku
predchoziho tvrzeni [B7 pro Y namisto Y a obdrzet tak

(Y5~ XBT)" (Ys — XBT)+(B —By) @' (B -~ Bo)" = Bo® 'BJ +(Y2) Yi+
+(B-B(O)[x'X+&"] (B-B(C)) -B(C)[X'X+2]B0O)T,

kde B(C) = ((Y2) X +Be®™) XX+ 7]

Upravme
B(C)[X'X+ &' B(C)" =
_ ((Y —z¢") X+ IB%0<I>‘1) Xx @] ((\y —zC") X+ IB%O<I>‘1>T
= (CZTX — (\YTX - IBS(@*I)) [XTX + @*1} ! (CZTX — (\YTX - ]B%qul))T

Vidime, ze zde C vystupuje opét v kvadratické formé, a proto bude mozné opét
doplnit na ¢étverec. Matice C se déle vyskytuje jesté ve dvou vyrazech. Doplime
na ¢tverec tedy nejprve tyto dva sc¢itance

(Y- Z@T)T (Y —ZCT) + (C~ Co) ¥ (C ~ Cy)"

Na tento soucet mizeme opét aplikovat dusledek tvrzeni B7], kde za k, B, By, X
a D budeme povazovat [, C, Cy, Z a ¥. Dostaneme tak, ze

(Y -2CT) (Y-2CT) +(C—Co) ¥ (C—Cy)T =
—(c-C)[z'z+w(c-C) ~Clz'z+ ¥ |CT +Co¥'Cy +YTY,
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kde €= (Y'Z+Co¥ ') (272 + ¥ ] -
Zbyva secist zbylé dva vyrazy, kde vystupuje C
- (CZTX - (\YTX - IB%O<I>‘1)) [XTX + <I>—1] - (CZTX ~ (YTX ~ IB%()(I)‘I))T +
+(c-¢)[z’z+ e (c-C) .

Pouzijme tvrzeni[B7] kde klicovou proménnou je X* = C a zbytek proménnych
je dano vztahy

C=Z'X, A =Y X-Bd !, O = - [X'x+ 2],
B*=C,D"=2Z"Z+ %"
Problémem je zde ovsem fakt, ze takto definované W* nesplnuje predpoklad ¥* >

0 ve znéni tvrzeni [B7 Ovsem, jak je v samotném ditkazu tohoto tvrzeni napsano,
sta¢l zarucit, ze matice

CwrcT +D=2" I, - X (XX + <I>‘1)_1 XT|Z+ @ !

je invertibilni. My ukazeme, Ze za nasich predpokladii je pozitivné definitni. Je-
likoz i pro obecné invertovatelné matice U a V plati, ze pokud V > U > 0, musi
U !>V !1>0, taki X'X+ &' > XX musi implikovat, Ze

As =T, - X (X'X+ @—1)’1 XT >, — X (XTX)*1 XT =: A,

Matice A,, je symetrickd a idempotentni, z ¢ehoz plyne, Ze je také pozitivné
semidefinitni, tj. A, = AT A, > 0. Proto i Ag > 0, tedy i Z"AgZ > 0. Jelikoz je
dle nageho predpokladu ¥~! > 0, tak musi i soucet Z' AgZ + ¥~ byt pozitivné
definitni matice a tedy invertovatelna.

Tvrzeni B7 ndm tedy dava, Ze

- ((CZTX — (\YTX - IB%O<I>‘1)) [XTX T q>—1] - ((CZTX ~ (\YTX - IB%O(Ifl))T +

+(C-C)[z"z+w] (@_@)T _

=(c-T)|z" |, -x XTX—|—~1>‘1)_1XT

(
(
~ (Y -Bee ) [XTx @] (YTx - Iaaoqu)T +

+Clz'z+ w7 CT,

Z+\Il‘1] ((C—@)T—

_C C

77 []1" X (XX 4+ <I>*1)_1 XT} 7+ o!

kde

C= {@ (Z7Z+3) — (YX-Be@ ') [X'X + @] 'x7z

_ -1
- [ZT L-X(X'x+&") X|z+ \11—1]

YT AsZ + Co¥ ' +Bod ! (XTX + @‘1)_1 X'Z| - [ZTAsZ + ¥ -
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Nyni uz jen staci dat vysledky dohromady a dostaneme tak vysledné tvrzeni.
Vsimnéme si, 7e ¢len C {ZTZ + ¥ CT zmizi.
O

Pridame-li predpoklad plnych sloupcovych hodnosti matic X a Z, tak navic
z disledku tvrzeni muzeme vyuzit téz vzorce pro B(C) a C, ze kterého lze
vidét, Ze se jedna o vazenou kombinaci klasického regresniho odhadu a By ¢i Cy:

B(C) = (BOX'X +Bo@ ") XX+ 8]
B(C) = (Y -2CT) x(X'X) ",
C=(Cz'z+Co )2 z+w7] "

C=Y"7Z (ZTZ)_l

C Véta o transformaci

Véta C9 (Véta o transformaci ndhodného vektoru). Necht k-rozmérny nahodny
vektor X md hustotu p vzhledem k Lebesqueové mite na R*. Necht t je zobrazeni
2z R¥ do R¥, které je requldrni a prosté na takové oteviené mnoZiné G, pro niZ
plati [, p(x)dx = 1. Oznaéme T inverzni zobrazeni kt : G — t(G) a D, necht
znaci Jakobitv determinant (tzv. jakobidn) tohoto zobrazeni. Pak ndhodny vektor
Y = t(X) md hustotu vzhledem k Lebesgueové mire a tato hustota je rovna

9(y) = p(7(y)) - [Dr| - Ly (y)-
Diikaz. Viz |Andeél| (2007, Véta 3.7).

Tuto vétu lze zobecnit i pro maticové rozdéleni pomoci vektorizace.
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D Znaceni parametri v modelu urcujicich fak-
toru ve funkci befa

Nasledujici diagram ma stejné usporadani parametri i jejich vyznam jako
diagram Ovsem je zde uvedeno takové oznaceni parametri, jaké je pouzivano
bud ve funkci befa z balicku BayesFM softwaru (strojovym pismem) nebo
v samotném ¢lanku (Conti a kol., 2014]).

v* = nu0 — 2Kmax, A? kappa0, xi0, kappal
. Beta
HW.prior=TRUE — W | (4.20) Dir | (4.16)

HW.prior=FALSE — SO

0
02, BO

N| (@7

nu0 @ 2C0,2(c0 + 2)
W/ @E22) @13) W/ @)

0
ol () (3

N|({4.21) Dy + N|(4.11)

A

Y

N,y (XﬁT +0a",1,® 2)

Obréazek D1: Diagram popisujici strukturu modelu urcujicich faktorti ve znaceni
pouzivaném v ¢lanku (Conti a kol., 2014) a s oznaCenim vstupnich parametru

funkce befa z balicku BayesFM.
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pocet opakovani simulace 100, délka zazehové faze 5 = 20000,

delka markovskeho rtetézce pouziteho pro inferenci M = 20000.

Prumer pres vsechna opakovani {smérodatna odchylka} (nejcas-

téjsi navrhovand hodnota) [pocet pripadu navrzeni nejcastéjsi hod-

noty ze 100 moznych|| . . . . . ... oo oo

5.2

Druha situace — model s dominantnim faktorem. Odhady skutec-

neho poctu faktoru K pri ruznem poctu celkovych meéreni m a

ruznem rozvrzeni daném indikatorovou matici A. Pocet pozoro-

vani n = 100, pocet opakovani simulace 100, delka zazehove taze

B = 20000, délka markovského retézce pouzitého pro inferenci

M = 20000. Prumér pres vsechna opakovani {smérodatna od-

chylka} (nejcastéjsi navrhovana hodnota) [pocet pripadu navrzeni

nejcastejsi hodnoty ze 100 moznych|.| . . . . . . ... ... .. ..

[5.3

Treti situace — obecny model taktorové analyzy. Odhady skutec-

neho poctu taktoru A pri ruzném poctu celkovych méreni m. Pocet

pozorovani n = 100, pocet opakovani simulace 100, délka zazehove

taze 5 = 20000, delka markovského retézce pouzitého pro infe-

renci M = 20000. Pramér pres vsechna opakovani {smérodatna

odchylka} (nejcastéjsi navrhovana hodnota) [pocet pripadi navr-

zeni nejcastejsi hodnoty ze 100 moznych||. . . . . ... .. .. ..
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